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Osszetettebb feladatok

8055. ~ 6,7 cm? a hdrom kor kozotti sikidom teriilete. Kossiik dssze a korok kozéppontjait,

igy kapunk egy haromszoget. Legyen a =12 cm, b = 13 cm, ¢ = 15 cm. Szamitsuk ki koszi-

nusztétellel példaul e haromszdg azon szogét, amelynek az 5 cm sugari kor kdzéppontja a

csucsa. Kapjuk, hogy 7 = 73,62°. Példaul szinusztétellel szamithatjuk az @ szoget. @ =~ 50,13°.
a-b-sin

Ebbdl kapjuk, hogy 3 =~ 56,25°. Szamitsuk ki a haromszog teriiletét! ¢, = %, ebbdl

t, =~ 74,83 cm®. Most szamitsuk ki az egyes korcikkek teriiletét, majd vonjuk ki ezeket a harom-
szOg teriiletébdl és megkapjuk a keresett sikidom teriiletét. ¢, = 27,99 cm?; 152405 cm?;
t,= 16,06 cm>. Igyt,,.,. =067 cm’.

3056. 16 egység; 12 egység; ~ 18 egység a haromszog oldalainak a hossza, ~ 60,61°%; ~ 40,81°
a haromszog ismeretlen szogei. Oldjuk meg a feladatban megadott egyenletrendszert! Ekkor
kapjuk, hogy a = 16; b = 12, illetve forditva. Irjuk fel a ¢ oldalra a koszinusztételt! Ebb6l kapjuk,
hogy: ¢ = 18. Irjunk fel egy szinusztételt az a és c oldalra!
3057. ~ 109 cm; =~ 61 cm a haromszog ismeretlen oldalainak a hossza; =~ 79,61°% ~ 33,4° a
hédromszog ismeretlen szogei. Legyen ¢ =102 és 7 =66,99°. A hdromszog trigonometrikus
teriiletképletébdl: (1) a-b = 6649. Irjuk fel a ¢ oldalra a koszinusztételt! (2) 102> =a* + b* —
—2-a-b-cos 66,99°. Ha felhasznaljuk az el6z6 egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy: (3) a* + b* =
= 15 602. Oldjuk meg az (1) és (3) egyenletekbdl all6 egyenletrendszert! Ha egy kicsit ravaszab-
bak vagyunk, akkor megkénnyithetjﬁk a megoldast, ha észrevessziik, hogy: (a +b)*—2-a-b =
= 15 602. EbbS! (a + b)” = 28900, s igy (4) a + b =~ 170. Az (1) és (4) egyenletekbdl 4ll6 egyen-
letrendszert mar egy kicsit konnyebb megoldani. (Kihasznéltuk, hogy a haromszog oldalai po-
zitiv szamok.) Kapjuk, hogy a = 109; b =~ 61, illetve forditva. Alkalmazzuk a szinusztételt a b és
¢ oldalakra! Ebbdl kapjuk, hogy 8 = 33,4°, ebbdl pedig @ =~ 79,61°, illetve forditva.
3058. =~ 12cm; =~ 7cm a hdromszog ismeretlen oldalai, ~ 27,27° =~ 51,75° a haromszog isme-
retlen szogei. Legyen ¢ = 15 és 7 = 100,98°. Ekkor a feltétel szerint (1) a* + b* = 193. Irjuk fel a
koszinusztételt a ¢ oldalra! (2) 15> =a* + b* — 2-a - b - cos 100,98°. Felhasznalva (1)-et, ebbdl azt
kapjuk, hogy (3) a -b = 84. Oldjuk meg az (1) és (3) egyenletbdl all6 egyenletrendszert! Kicsit
konnyebb a megoldas, ha észrevessziik, hogy (a + b)* —2-a-b ~ 193, azaz (a + b)* = 361, vagyis
(4) a + b= 19. Oldjuk meg inkdbb a (3) és (4) egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert! Kapjuk, hogy
a~12; b =7, illetve forditva. Irjunk fel egy szinusztételt az a és c oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy
a = 51,75°, ebbdl pedig B =~ 27,27°, illetve forditva.
3059. =~ 5,69 dm; = 3,76 dm; 6,34 dm a haromszog oldalai-
nak a hossza. Az @ = 2- R - sin @ képlet alapjan szamithatjuk a
értékét. a = 5,69 dm. A haromszdg trigonometrikus teriilet-
képletébdl kapjuk, hogy (1) b-c = 23,853. Irjuk fel a koszi-
nusztételt az a oldalra! Kapjuk, hogy (2) 32,376 = b* + ¢* —
—b-c-0,91668. Hasznaljuk fel az (1) egyenletet, kapjuk,
hogy (3) b* + ¢* = 54,24. Oldjuk meg az (1) és (3) egyenletbdl
all6 egyenletrendszert! Kapjuk, hogy b = 3,76; ¢ = 6,34, illetve
forditva.
3060. MN =x = 65,3 m a tereppontok tavolsaga. Szamitsuk
ki az @ szoget: @ = 50°, majd ebbdl a ¢ szoget: ¢ = 21°. Alkal-
mazzuk a szinusztételt az ABN haromszogre! Ebbdl kapjuk,
hogy 7 = 15,83 m. Alkalmazzuk most a koszinusztételt az
MNA héaromszogre! Kapjuk, hogy x = 65,3 m.
3061. x =~ 19,7 m az épiilet magassaga, ¢ =~ 8°41’ a lejt6 haj-
lasszoge. Szamitsuk ki az ABP haromszog A-nal levd szogét!
S Majd irjuk fel a szinusztételt az ABP haromszogre! Ebbdl
B\ kaphatjuk, hogy y = 58,3 m. Majd alkalmazzuk a koszinuszté-

idom

B 35°50" 28 m
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telt a POA haromszogre! Ebbdl kapjuk, hogy x =~ 19,7 m. Szamitsuk ki a y szoget, példaul ugy,

hogy szinusztételt irunk fel a POA haromszogben. Kapjuk, hogy 7 =~ 45°29’. Ebbdl és a 19°30'-

es szog segitségével kaphatjuk a lejtd hajlasszogét: ¢ ~ 8°41".

3062. ~ 10,72 cm; =~ 15,72 cm a haromszog ismeretlen oldalai, ~ 60,22° ~ 83,5° a haromszog

ismeretlen szogei. Legyen ¢ = 18 cm és s, = 10 cm, a = 36,28°. Az s, sulyvonal két részre vagja a

7 szoget. Legyen 7, azon része y-nak, amely a b oldal felé esik. Szinusztétellel kiszdmithatjuk
¢

siny,
sin36,28° .
van, ahol F az AB oldal felez6pontja. Ekkor ¢-t kdnnyen kiszamithatjuk: ¢ = 111,54°. irjuk fel
a koszinusztételt az AFC haromszogben az AC = b oldalra! Kapjuk, hogy b = 15,72 cm. Irjuk fel
most a koszinusztételt a BFC haromszdgben a BC = a oldalra! Kapjuk, hogy a = 10,72 cm. Irjuk
fel a szinusztételt az ABC haromszdgben az a és c¢ oldalakra! Ebbdl kapjuk, hogy 7 = 83,5°,
ebbdl pedig 3 ~ 60,22°.
3063. =~ 12,09 cm; =~ 9,26 cm a haromszog ismeretlen oldalai; =~ 49,96°; ~ 88,63° a haromszog
ismeretlen szogei. Legyen ¢ = 8 cm, 7 = 41,41°, s, = 10 cm. Jeloljiik ¢-vel a BFC hdromszdgben
F-nél leve szoget, ahol I az AB oldal felez8pontja. Ekkor az AFC haromszdgben 180° — ¢ szog
van az F csucsnal. Irjuk fel a koszinusztételt a BFC haromszogben a BC = a oldalra, majd az
AFC haromszogben az AC = b oldalra! Hasznaljuk fel, hogy cos(180° — @) = — cos 9. Majd

ezt a szdget. =23 eloljiik ¢-vel azt a szoget, amely az AFC haromszdgben az F-nél
s

c?
adjuk ossze a két egyenletet! Kapjuk, hogy a*+ b*=2-s>+ DX ha behelyettesitjiikk az ismert

adatokat, akkor kapjuk, hogy (1) a® + b* = 232. A kovetkezSkben irjuk fel a koszinusztételt az
ABC haromszogben a c oldalra és helyettesitsiik be ide az ismert adatokat, majd hasznaljuk fel
az (1) egyenletet, és azt kaphatjuk, hogy (2) a -b =~ 112. Oldjuk meg az (1) és (2) egyenletbol allo
egyenletrendszert' Kicsit konnyebb a megoldas, ha észrevessziik, hogy (a+b)*—2-a-b=232
és felhasznalva (2)-t: (3) a + b = 21,35. Igy elég megoldani az (1) és (3) egyenletbdl 4ll6 egyen-
letrendszert. Azt kapjuk, hogy a =~ 12,09; b = 9,26, illetve forditva. Irjuk fel a szinusztételt az
ABC haromszogben a b és ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy 3 = 49,96°, ebbdl pedig « =~ 88,63°,
illetve forditva.

3064. =~ 16,38 cm; =~ 6,35 cm a haromszog ismeretlen oldalai; ~ 82,04°% =~ 22,58° a haromszog
ismeretlen szogei. Legyen ¢ = 16 cm, 7 = 75,38 5., =9,5 cm. Az el6z6 feladat megoldasahoz

2

hasonl6an kaphatjuk, hogy a*+ b*=2-s>+ 7 Ebbdl pedig (1) a* + b = 308,5. Irjuk fel a ko-

szinusztételt az eredeti haromszdgben a ¢ oldalra, ha ide behelyettesitjiik az adatokat, akkor
kaphatjuk, hogy (2) a-b = 104. Oldjuk meg az (1) és (2) egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert!
Vagy az el6z6 itmutatasban szereplo fogassal konstrualunk egyszeriibb egyenletrendszert és azt
oldjuk meg. Akar igy, akar gy csinaljuk, azt kapjuk, hogy a = 16,38 cm; b = 6,35 cm, illetve
forditva. Irjuk fel a szinusztételt az eredeti haromszogben a b és ¢ oldalra' Kapjuk, hogy B~

=~ 22,58°, ebbdl pedig @ =~ 82,04°, illetve forditva.
3065. 4- /13 egység =~ 14,42 egység a haromszog harmadik oldaldnak a hossza, 120°% =~ 13,9
~46,1° a haromszog szogei. Legyen AC=b =4, AB=c =12, AE =s,=3. Legyen CE =x és

ekkor BE = a — x. Alkalmazzuk a szogfelezGtételt! , ebbll @ = 4x, s igy a —x = 3x.

a—x 12°
Alkalmazzuk a koszinusztételt az AEC haromszogre, majd az ABE haromszogre! x*= 4>+ 3% —

a
—2-4-3-cos — X (3x) =3%+122—2-3-12-cos —. Oldjuk meg az egyenletrendszert! x = ‘/7

a 1
és cos— =~ EbbSl ¢ =120°, és a = 4-/5 . Szinusztétellel szamithatjuk a 8 szoget. § ~
~ 13,9°, ebbdl 7 ~ 46,1°.

IV
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3066. =~ 33,00% =~ 54,91°% =~ 92,03° a haromszog szbgei, ~ 43,97 cm a haromszdg ismeretlen ol-
dala. Legyena = 24,b = 36, f, = 20. A szogfelezd x, illetve ¢ —x hosszisdgl szakaszokra osztja fel
a c oldalt. Legyen azx szakasz az a oldal mellett és igy a ¢ — x szakasz a b oldal mellett. Alkalmaz-

x 24

2
— . Trjunk fel két koszinusztételt a két rész-
—x 36 3

héromszogre! Kapjuk, hogy x*=f>+ a*— 2 f,-a-cos % és (c —x)*=f>+b*~2-f.-b-cos %

zuk a szogfelez6tételt! Kapjuk, hogy
c

Osszuk el a két egyenletet egymassal és alkalmazzuk a szogfelez6tételbdl kapott dsszefiiggést,
2V 20°+24°—2-20-24-cos r

ezenkiviil helyettesitsilk be az adatokat! Ekkor [—] = ?2/ . Ebbdl
20%+ 36%—2-20-36-cos >

cos % =~ 0,6944, s igy y ~ 92,03°. Alkalmazzuk most a koszinusztételt az eredeti haromszogben

a ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy ¢ =~ 43,97 cm. Alkalmazzuk most a szinusztételt az eredeti
haromszdgben az a és ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy @ =~ 33,06°, és ebbdl pedig 8 ~ 54,91°.

. . s L _cosa  cosP cosy
3067. Alakitsuk at a feltételi egyenletet a kovetkezd alaktra: — =2-—— Ato-
sin sinf8 siny

vabbiakban pedig alkalmazzuk az @ =2-R-sina Osszefiiggést mlndharorn oldalra! Ebbol

cosa  cospf cosy

kapjuk, hogy + by 2 . Alkalmazzuk most a koszinusztételt mindegyik oldal-
a ¢

ra! A harom felirt koszinusztétel mindegyikébdl fejezziik ki a sz0g koszinuszat és helyettesitsiik
be az el6z6 egyenletbe! Atalakitasok utdn konnyen kaphatjuk a bizonyitand6 egyenlGséget.

8068. b’ + ¢* =5 a* dsszefiiggés van az oldalak kozott. Alkalmazzuk a kotangens definici6jat,

i o . . o1 sina sina
majd a feltételi egyenletet hozzuk a kovetkez6 alakdra: — - cosa = cosff - —— + cosy - ——.
sinf3 siny
Alkalmazzuk itt a szinusztételt majd a koszinusztételt haromszor.
1 b*+c?—a®> a*+c*—b* a P+ b= E die addiz alakitsuk
- = C—+ -—. Ezt pedig addig alakitsuk, amig azt nem
2 2bc 2ac b 2ab c pecis 5 5

kapjuk, hogy b* + ¢* =5 -a*.
3069. Alkalmazzuk a szinusztételt és a sin2x =2-sinx-cosx azonossagot! Kapjuk, hogy

a sina sin2f  2-sinf3-cosf 5 8. Ebb31 (1 8 a Alkal . .
b sing  smng sin g =2-cosf. 6l (1) cosp = TR almazzuk most a
a

koszinusztételt a b oldalra és hasznaljuk fel még az (1) dsszefiiggést! b*= a*+ ¢*— 2ac- b
Ebbdl kap]uk hogy b - (b —c)-(b+c) = a (b —¢). 1. eset: ha b — ¢ # 0, akkor lehet osztani
vele, s igy b+ (b +¢) = a? ebbdl pedig a* — b* = bc. 2. eset: ha b —c =0, ekkor b =, ebbdl
kovetkemk hogy B =7. Felhasznalva hogy @ =2- f3, kapjuk, hog;r b= =7 = 45° és a = 90°, Al-
kalmazzuk Pitagorasz tételét e derékszogli hdromszogre: a’=b”+c?% ebbdl a* —b*=c?, de
mivel a 2. esetben b = ¢, ezért a* — b* = bc, tehat a 2. esetben is igaz az Allitds.

3070. A feltételi egyenlet bal oldalan alkalmazzuk kétszer a szinusztételt, kapjuk, hogy:

c
A + — = 2-sina! Alkalmazzuk most a koszinusztételt az a oldalra és fejezziik ki a szog koszi-
c
. b2+ ¢?—g? . 5 5 s )
nuszat! cose@ = ————. Hasznaljuk fel, hogy sin“e + cos” @ = 1! Helyettesitsiik be ide az

2bc
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2 2
b2+ c? b’ + c*—d?
o = 1! Alakitsuk
c

2bc

elézdkben kapott képletekbdl a szogfliggvényeket!

2 2
at ezt az egyenletet a kovetkezd alakdra: (bz— cz) + (b2+ I az) = 0! Ebbdl kovetkezik,

hogy b = ¢, vagyis a haromszog egyenld szard. Ezenkiviil még az kovetkezik, hogy b* + ¢* = a?,

ebbdl pedig kovetkezik, hogy a haromszog derékszogli is. Miért? Tehat a haromszog egyenld
szaru és derékszogd.

Nehezebb feladatok

3071. a:b:c= /g : /§ : 3 a haromszog oldalainak az ardnya. A feltételekbdl kapjuk, hogy
1 tga 1 sina cosf . . o . )
— =——,¢ebbll — = - — . Alkalmazzuk a szinusztételt, majd kétszer a koszinuszté-
2 tgh 2 cosa sinf

telt, amelyekbdl fejezziik ki a szogek koszinuszait! A behelyettesités utan:

a’+ b>—¢?

1 a o s . . 2 2, 2

— =— - ——"——. Ezen egyenletet kiss¢ atalakitva, kapjuk, hogy (1)3-a“—3-b"+c"=0.
2 b p+P-d

2bc
s . 2 tgh 2 sinf cosy . ) ;
A feltételbdl kapjuk, hogy — = ——, ebbdl — = : . Alkalmazva a szinusztételt és
3 tgy 3  cosB cospB
a’+ b*— c?
. . 2 b 2ab .
kétszer a koszinusztételt, kaphatjuk, hogy — = — - ——="-——, ebbdl kaphatjuk, hogy (2)
3 ¢ aP+cP-b?
2ac
a*+5-b*—5-c¢*=0. Vizsgaljuk meg az (1) és (2) egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert! Példaul
2
a 5

fejezziik ki (1)-b6l c*-et és ezt helyettesitsiik be (2)-be! Ebbdl azt kapjuk, hogy yo =g s igy

5
= L Masrészt a*et innen kifejezve és behelyettesitve ¢ kifejezésébe és ezt atalakitva

a
b8

b 8 b /8
kapjuk, hogy — = — 0l —=——.
apjuk, hogy 2 9,ebbo : 3

34
3072. R=2- 5 egység a kor sugara. PO =2 R-sina és
PN=2-R-sina, ebbdl kovetkezik, hogy PQ =PN =x, vagy
hasznaljuk ki a keriileti szogek tételét. Alkalmazzuk a koszi-
nusztételt az MNP haromszogre, majd az MPQ haromszogre,
mindkettdben az x oldalral Az egyenletrendszerbdl kaphatjuk,

1
és x=,/34. Az x=2 R-sina-bol kovetkezik,

h =—
ogy cosa =

h R=2 [—.
ogy 15

7]

IV
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c

/14
3073. R=4- 5 egység a kor sugara. Hasonldan oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.

) . . sinx a siny b B
3074. Alkalmazzuk kétszer a szinusztételt: (1) ——=— és (2) —— =— . Ezekbdl
sina  f siny f
o ab o ab
sinx-siny = ?smaﬁsmy. Atalakitva sinx-siny = ?(cosa/-cosy —cos(a + 7/)). Alkal-
, _— . @+ & f? b+ - [
mazva kétszer a koszinusztételt, kapjuk, hogy: cos¢ = ————— és cosy = —————
2-a-d 2:b-c
Ezeket behelyettesitve az el6z6 egyenletbe, kapjuk, hogy:
o~ . ab [a*+d*—f* b*+c*—f? N Mésrésat si .
' = : — cos(a . : =
(*) sinx-siny Iz T ad T he os(a + 7)|. Masrészt sinx-siny
=cosx-cosy — cos(x + y). Hiromszor alkalmazva a koszinusztételt, kapjuk, hogy:
P+ d*—a? Fr+c?—b? 2+ d*—é? Egcket bef &
= = +y)=——. t -
COSX 2 fd cosy 2 fe cos(x +y) e d zeket beirva az el
B letbe. kaiuk. h ern . fP+d*—a* fP+c*—b*  F+dP-é?
z§ egyenletbe, kapjuk, hogy: (**) sinx-siny = 2 fd 3 e 7o d
AL s (** letbll kaoiuk. b f2+ d*—a? f2+ cA—bp> P+ di-é
t s : . _ _
(*) és (**) egyenletbdl kapjuk, hogy 2 fd 2 e Ted

_ab a*+d*—f* b+ c2-f?
N 2-a-d 2:b-c

—cos(a + 7)|. A tovabbiakban addig facsarjuk az egyenle-

tet, amig ki nem jon bel6le Bretschneider tétele: - f* =a*-c* + b*-d*—2-a-b-c-d-cos(a + 7)
8075. Alkalmazzuk Bretschneider tételét: e f*=a*-c*+b*-d*—2-a-b-c-d-cos(a +7)
Mivel =1 <cos(a +7)<1,ezért2-a-b-c-d=>-2-a-b-c-d-cos(e+7y)=-2-a-b-c-d. Ezt

felhasznalva kapjuk, hogy e* - f><a?-c*+b*-d*+2-a-b-c-d,azaze* f*<(a-c + b-d)* ebbdl
pedig kovetkezik, hogy e f <a-c +b-d, ezzel igazoltuk az altalanositott Ptolemaiosz-tételt. Itt
egyenlOség akkor €s csak akkor van, ha cos(e + 7) =-1, azaz ha a + y = 180°, vagyis ha a
négyszog huarnégyszég. Ha van kedviink, akkor konnyen igazolhatjuk azt is, az el6z6eket
figyelembe véve, hogy e f >| a-c — b -d|. Keressiink mas bizonyitast is az altalanositott Ptole-
maiosz-tételre!
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Néhany konnyi teruletszamitasi feladat

Szinusztételt, illetve koszinusztételt nem igénylé kénny( feladatok

8076. =~ 48,8 cm? a haromszog teriilete.
3077. 1. eset: =~ 43,34%0s; 2. eset: =~ 136,66°-0s szoget zarnak be az adott oldalak.
3078. =~ 8,3 cm az adott sz0g melletti ismeretlen oldal hossza.
3079. ~ 22,7 cm’ a rombusz teriilete.
8080. =~ 1314,4 cm? a paralelogramma teriilete.
3081. ~240,5 cm? a paralelogramma teriilete.
3082. Vegyiik figyelembe, hogy az atlok négy egyenld teriiletii haromszogre vagjak a parale-
logrammat! Miért? Masrészt tudjuk, hogy sin(180° — ¢) = sin ¢. Alkalmazzuk a haromszog tri-
gonometrikus teriiletképletét!
3083. A konvex négyszog f atldjax és e —x hossziisagl szakaszokra osztja az e atlot, mig az e 4tlo
y és f —y hosszlisagu szakaszokra osztja az f 4tlot. Legyen ¢ az 4tlok hajlasszoge. A négy rész-
x-y-sin(180° — ¢)
+
2

. Vegyiik figyelembe, hogy
e-f-sing

5 .
3084. ~9,8 cm;=~6,8 cm; ~ 5,97 cm a haromszog oldalai. Az a —b =3 egyenletbdl és a
haromszog trigonometrikus teriiletképletére felirt egyenletbdl allé egyenletrendszert oldjuk
meg. Ez masodfoku egyenletre vezet, amelyet konnyen megoldhatunk. Kapjuk, hogy b = 6,8.
Ebbél a ~ 9,8. Irjuk fel a koszinusztételt a ¢ oldalra! Ebbdl ¢ ~ 5,97.
3085. 1= 28,06 cm” a hdromszog teriilete.t, =t,, 1, =21, 1, =21,
igy t = 6 -t,. Miért?
8086. ~ 42,59 cm* a hdromszog teriilete. Szdmitsuk ki a megfelels
kozépponti szogeket, majd az egyes kozépponti szdgekhez tartozéd
részharomszogek teriiletét, amelyeket 0sszeadva kapjuk a haromszog
teriiletét.
3087. Akoriilirt kor kozéppontjat kossiik 6ssze a haromszog cstcs-
pontjaival! Igy harom részhdromszoget kapunk. Alkalmazzuk a ko-
zépponti és keriileti szogek tételét, amelybdl kapjuk, hogy a részhdromszogeknek az a szoge,
amely a kor kozéppontjanal van, megegyezik az eredeti haromszog megfelel6 szogének két-
szeresével. Irjuk fel a részhdromszogek teriileteit a trigonometrikus teriiletképlettel, majd eze-
ket 6sszeadva megkapjuk a haromszog teriiletére a bizonyitand6 Osszefiiggést. Hirom esetet
kilonboztessiink meg: a hegyesszogii, a derékszogli és a tompaszogli haromszog esetét.

haromszog teriiletének Osszege megegyezik a négyszog teriiletével. ¢t =

N x-(f—y) sing N (f—y)-(e —x)-sin(180° — ¢) N y-(e —x)-sing
2 2 2
sin(180° — ¢) = sin ¢, majd alakitsuk a képletet és hamarosan megkapjuk, hogy ¢ =

Szinusztételt, illetve koszinusztételt igénylé kénnyd feladatok

8088. =~ 101,3 cm® a haromszog teriilete. Hasznaljuk a szinusztételt és a hdromszog trigono-

metrikus teriiletképletét!

3089. 12 cm; 16 cm; = 22,8 cm a haromszog oldalai, 30°%; =~ 41,81° = 108,19° a haromszog szogei.
a-b-siny cm, .

Legyena = 3x, b = 4x, ekkor ¢ = > ést= T ahol m_ = 8 cm. Masrésztc =2 R siny,

IV
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ahol R = 12 cm. Ezekbdl meghatarozhatjuk, hogyx = 4 cm. Ebbdl pediga = 12cm ésb = 16 cm.

Az @ =2 - R -sin a-bdl kapjuk, hogy @ = 30°. Ugyanilyen mddon kapjuk, hogy 8 = 41,81°. Ezek-

bl kovetkezik, hogy 7 = 108,19°. Ac értékét ac = 2- R - sin y egyenletbdl kaphatjuk: ¢ = 22,8 cm.

8090. = 184,72 m; ~ 167,82 m; ~ 216 m a haromszog oldalai. 1 hektar = 10 000 m*.
b-c-sina . b sinB c*-sine-sinf .

t = ———, és a szinusztétel: — = ——, ezekbll: t = ——————. Innen megkaphatjuk,

2 ¢ siny 2-siny

hogy ¢ = 216. Az a és c oldalra felirt szinusztételbdl: a ~ 184,72. A b és ¢ oldalra felirt szi-

nusztételbdl: b ~ 167,82.

3091. Az el6z0 feladat megoldasahoz vald Gtmutatasaban lényegében levezettiik e feladat

képletét.

a-b-siny

3092. = — és a=2-R-sina, b=2-R-sinf, ezekbdl kaphatjuk a bizonyitand
képletet.

a-b-siny ) ) )
3093. = — és ¢ = 2-R-siny, ezekbdl kaphatjuk a bizonyitand6 képletet.

3094. 4 cm; 8 cm; =~ 4,96 cm a haromszog oldalai. Egyrészt a + b = 12 a feltétel szerint, mas-
részt a haromszog trigonometrikus teriiletképletébdl kaphatjuk, hogy a - b = 32. Oldjuk meg az
egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy a = 4 és b = §, illetve forditva. Irjuk fel a koszinusztételt a
¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy ¢ =~ 4,96 cm.

8095. =293 cm? a négyszog teriilete. Hiizzuk be a négyszdg azon atléjat, amely a 25 m-es és
a 18 m-es oldalak kozds csticspontjabdl indul ki. Ekkor annak a haromszognek kénnyen kisza-
mithatjuk a teriiletét, amelynek a 14 m-es €s 25 m-es oldalai vannak és ismert ezek hajlasszoge
is. Ezutan szamitsuk ki a koszinusztétellel az el6bb meghtuzott atl6 hosszat! Ekkor a masik
részharomszogre felirva a koszinusztételt, megkaphatjuk a 15 m-es és a 18 m-es oldalak kozotti
szoget. Ennek segitségével kiszamithatjuk ezen részharomszog teriiletét is. Adjuk Ossze a rész-
haromszogek teriileteit és megkapjuk a négyszog teriiletét.

3096. ~21,05 cm; =~ 35,08 cm; =~ 24,26 cm, a haromszog oldalai. Legyen @ =3x, b = 5x,
a-b-sin
y=427°. At= T}’ képletbdl kiszamithatjuk x-et. x =~ 7,02. Ebb6l a ~ 21,05; b = 35,08 cm.

Irjuk fel a koszinusztételt a ¢ oldalra! Ebbél kapjuk, hogy ¢ =~ 24,26 cm.

3097. 1. eset: =~ 34,35% ~ 81,63°% = 64,02° a haromszog szdgei, ~ 11,63 cm a harmadik oldala.

A haromszog trigonometrikus teriiletképletébdl kiszamithatjuk, hogy 7 ~ 64,02°. Irjuk fel a koszi-

nusztételt a ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy ¢ ~ 11,63°. Alkalmazzuk a szinusztételt az a oldalra és

a ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy & =~ 34,35°, ebbdl pedig: 8 ~ 81,63°. 2. eset: 7, ~ 116°%; ¢, =~ 17,3

cm; a, =~ 41,68°% 8, ~ 22,32°.

3098. =~ 14,68 dm; =~ 19,87 dm a haromszog ismeretlen oldalaii' =~ 23,43°% ~ 114,42° a harom-

szOg ismeretlen szogei. Legyen a = 8,7 dm, 8 =42,15°, ¢t = 58 dm”. A 8 szogre felirt teriiletkép-

letbdl kapjuk, hogy ¢ =~ 19,87 dm. Alkalmazzuk a koszinusztételt a b oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy

b ~ 14,65 dm. Alkalmazzuk a szinusztételt az a és b oldalakra! Ebbdl kapjuk, hogy @ =~ 23,43°és

ebbdl pedig, felhasznélva a mésik ismert szoget is, kapjuk, hogy 7 =~ 114,42°.

3099. ~ 16 cm; =25 cm; =~ 25,12 cm a haromszog ismeretlen oldalai, =~ 37,23°% = 70,97° a

haromszog ismeretlen szogei. a® + b* =881 a feltételbsl, mig a hdromszog trigonometrikus
a-b-sin71,8°

teriiletképletébdl kaphatjuk, hogy 190 = — Oldjuk meg az egyenletrendszert! Azt

kapjuk, hogy a ~ 16; b ~ 25, illetve forditva. Irjuk fel a koszinusztételt a ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk,
hogy ¢ = 25,12 cm. Alkalmazzuk a szinusztételt az a és ¢ oldalra! Ebbdl kapjuk, hogy @ ~ 37,23°
és ezutan konnyen kaphatjuk, hogy 5 =~ 70,97°, illetve forditva.

8100. =2 dm; ~3 dm a haromszdg ismeretlen oldalai. Egyrészt (1) a* + b* = 13, masrészt a
hiromszog teriiletképletébdl kaphatjuk, hogy (2) a - b - sin y = 6, harmadrészt a koszinusztételt
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felirva az ismert oldalra: (3) 3,6° = a* + b* — 2-a - b - cos 7. Ezen egyenletrendszerbdl kaphatjuk
a kovetkez6 egyenletrendszert: (I) a-b-siny = 13; (II) a-b-cosy = 0,02. Ha elosztjuk a két
egyenlet megfeleld oldalait egymassal, akkor azt kapjuk, hogy tg 7 = 650, ebbdl y =~ 89,91°. Ha
visszahelyettesitjiik ezt az (I) egyenletbe, akkor kapjuk, hogy: (III) a - b = 6. Oldjuk meg az (I)
és (IIT) egyenletbdl allé egyenletrendszert! Kapjuk, hogy a = 2, b = 3, illetve forditva.

Osszegzési tételek alkalmazasa

Bevezet6 alapfeladatok

3101. g)sine; b) —cosa; c)sina; d) —cosa; e) —sina; f)sina; g) —cosa; h) cos a.
3102. g) —sina; b)—cosa; c¢)sina; d)—sina.

3103. a) cosa; b)sina; c¢) —cosa; d)—sina.

3104. g) cosa; b)—sina; c¢)—cosa; d)sina.

/3 f f f

3105. a) —, b) —
ﬁ

1
3106. a) 2, b)0; c) 5 d) >
3107. a) —tga; b) tga; c) tga; d) —tga;
3108. a) Alkalmazzuk a sin(a + /8)-ra val Osszegzési képletet, ha « = 8 =x. b) Alkalmazzuk
a cos (@ + B)-ra val6 Osszegzési képletet, ha = =x.

X
3109. Alkalmazzuk az el6z6 feladatban bizonyitott képleteket x helyett E-re!

Alapvet6 feladatok

3110. o) /gm:osa; b) ﬁcosa; c) cosa; d) cosa.
1+tga 1-tga
3111. 49) ; .
1-tga 1+tga
3112.4)1; b)0.
3113. Alkalmazzuk a bizonyitandé azonossagok bal oldalaira a tanult 6sszegzési (addicios)
tételeket!

x+ x—
3114. Az el6z6 feladat azonossdgaiban végezziik el az @ = 5 Y ésB= 5 Y helyettesitést!

Ekkor @ + 8 =xésa — B =y. Igy az ottania), b), ¢), d) azonossagokbél rendre kévetkeznek az
itteni a), b), ¢), d) azonossagok.

3115. A bizonyitandd azonossagok bal oldalaira alkalmazzuk a megfelels Gsszegzési tétele-
ket, és hasznaljuk fel, hogy sin® + cos’x = 1 minden val6s x-re teljesiil.

3116. tg (@ + ) = —. Alkalmazzuk a tangensnél tanult megfelel§ osszegzési tételt!

1
3117. a) tg(a + ,6’) =10b) tg(a—pB)= = Alkalmazzuk a megfeleld Osszegzési tételeket!
3118. g) cosx; b) 1;¢) 1;d) cosx; e) cosx; f) 1.

IV



IV

430 Osszegzési tételek alkalmazasa

3119.4) Helyettesnsuk be cos 2x megfeleld képletét, majd rendezziik nullara az egyenlotlen-
séget, a cos® x-et alakitsuk at sin® x segitségével! Ezutan alakitsunk ki teljes négyzetet és azt
kapjuk, hogy 0 < (sinx — 1)*, ez pedig mlnden x valés szdmra tel]esul b) Hasonl6an bizonyit-
hatjuk, mint az el6z6 feladatot csak itt sin’-et alakitjuk 4t cos’ segitségével. Azt kapjuk, hogy
0= (cosx — 1)

8120. q) sin 3¢ = sin (@ + 2a)* Alkalmazzuk most a megfelelo osszegzem tételt, majd hasz-
naljuk fel sin 2 és cos 2a/ ismert képleteit, masrészt azt, hogy sin® @ + cos® @ = 1. Kapjuk, hogy
sin 3@ = 3 sin @ — 4 - sin® @. b) Hasonl6 modon oldhat]uk meg. Kapjuk, hogy cos3a =
=4-cos’a—3- cosa c) sm4a 8- cos’ @ -sin a/ 4- cosa: sin @.

d) cosda =8 cos*a— 8 cos’a+1=1-8-sin*a + 8- sin‘a.

3121. a) Végeredmény —1. Alkalmazzuk cos 3@ elGbb kapott képletét és a sin 2a képletét!
b) Végeredmény 1. Alkalmazzuk sin 3a el6z6ekben kapott képletét és a sin 2« képletét!

3122. a) Alkalmazzuk a tg (@ + )-ra tanult Osszegzési képletet @ = § = x-re! Masrészt ve-

gyiik figyelembe a masodik egyenl6ségnél, hogy ctg x = ex a megfeleld értelmezési tarto-
gx

manyban.

1 2-tgx
b) ctg 2v=—— és vegyiik figyelembe az el6z6 feladat eredményét! 5T et addig
g

1+tg’x
alakitjuk a tangens definicidjanak a felhasznalasaval, kozOs nevezbre hozassal, egyszeriisitéssel,

1
amig sin 2x-et nem kapunk. Masrészt tgsz felhaszndlasdval mutassuk meg, hogy
gx

2 tgx 2-ctgx . .
= . d) Addig alakitsuk a kozéps6 képletet a tangens definiciéjanak a fel-

1+tgx  ctgx+1

hasznalasaval, k6z6s nevezdre vald hozassal, egyszerisitéssel, amig cos 2x-et nem kapunk. Mas-

részt tg x = alkalmazasaval addig alakitsuk mas médon, mint az el6bb, a kdzépsd
képletet, amig a harmadik képletet meg nem kapjuk.

1—cos2x . . o . 1+cos2x .
3123. 4) — kifejezést alakitsuk, cos 2x képletét felhasznalva! b) — kifeje-

1 — cos2x
z€st alakitsuk, cos 2x képletét felhaszndlva!l c) Az Teine kifejezést alakitsuk, amig tgx nem
sin

o 1 — cos2x sin2x . B
lesz. Mésrészt mutassuk meg, hogy - = , szorozzunk be itt a nevezdkkel!
sin2x 1+ cos2x

1 — cos2x

m kifejezést ala-

1
d) ctgx = Tox és vegyiik figyelembe az el6z6 feladat allitasat! e) Az
gx
1
kitsuk addig, amig tg” x nem lesz. f) ctgx = ox és vegyltik figyelembe az el6z6 feladat allitasat!
gx

. 24 7 24 7
3124. 1. eset: sin2e = —; cos2e=——; tgla= = ctga = —

25 25° 24"
2 t: sin2 2 2 ! tg2 . 2 !
. eset: sin a——g, COoSs a/—2—5, g(l——T, Ctg a’——a.
3125. 1 ¢ sin2 120 5 119 o2 120 ta 119
« 1. eset: sin d—169, Ccos CZ—169, g(l—ll ,  Clgia 120
2. eset: sin2 120 ) 119 1o 120 o 119
eset: sin2a = 169° cosza = 169° gia = 119° ctgza = 120
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3126 '2x—20 2x = 2l t2x—21
- sin2x=—g;  cos 9" 5 ctgZe=—

x
3127. a) Alkalmazzuk a sin 2e-ra tanult képletet a = E-re! b) Alkalmazzuk a cos 2a-ra ta-

tg2x =

X X
nult képletet o = E-re! c) Alkalmazzuk a tg 2a-ra tanult képletet o = 5-re! Masrészt vegyiik

X 1 1
figyelembe, hogy tg DR d) Vegyiik figyelembe, hogy ctgx = or’ majd alkalmazzuk
gx

t _
ctg =
- Cosx . . . . . .
az el6z6 eredményt! e) “nx kifejezésbdl induljunk ki, majd alkalmazzuk az a) és b) fel-
inx
. 1 -—cosx sinx B
adatok eredményeit! Masrészt - = , itt szorozzunk a nevezdkkel! f) Vegyiik
sinx 1+ cosx
figyelembe, h t * jd alkal k az el6z6 feladat eredményét L~ cosy
igyelembe, hogy ctg —- = —-, majd alkalmazzuk az eldz8 feladat ere ményét. g) 1T cosx
tg E
kifejezésbdl induljunk ki, majd alkalmazzuk az a) és a b) feladatok eredményeit! /) Vegyiik
X 1
figyelembe, hogy ctg DR majd alkalmazzuk az el6z8 feladat eredményét!
t R
£2
3128. 1 t_a/_3 a 4 ta_ 5 t.a_3 a 4
- Loeset: sin o-=-; cos - =77 g o= 2. eseb: sin o= 5 cos o =—
ta'_33t.a_3 a/_4ta/_34t,a/_3
g5 =7 -3.esetisin o =— ;008 o =5 tg - =— 5 doeset: sin o =—
a 4 . a 3
TR Ty
3129, i 720 1519 . 720
B T T TS TR LI
Gyakorléfeladatok

3130. A bizonyitand6 azonossagok bal oldalaiba helyettesnsuk be a megfeleld Osszegzési
tételekbdl kapott képleteket, majd vegyiik flgyelembe hogy sin®x + cos®x = 1.

Az e) és az f) feladatoknal a ]obb oldalon érdemes még elvégezni a kijeldlt szorzast.

Ag) és a h) feladatoknal a sin® x + cos® x = 1 azonossagot esetleg kétszer érdemes alkalmazni.
3131. Végeredmény: 1. A bal oldalon alkalmazzuk a megfelel6 dsszegzési tételeket, végezziik
el a miveleteket, majd a két csoportba osztott tagoknal mindkét csoportbdl Vegezzunk
kiemelést. Majd hasznaljuk fel, hogy sin® @ + cos® @ = 1, ezutén ugyanezt hasznaljuk fel még-
egyszer, de most S-ra alkalmazva.

3132. A bal oldalon alkalmazzuk a megfeleld Osszegzési tételeket, majd végezziik el a
beszorzast. Ezutan 1r]uk be a me%felelfi nevezetes hegyesszogek pontos értékeit!

Majd alkalmazzuk a sin® @ + cos” @ = 1 azonossagot és ezutan a bizonyitandé allitst kapjuk.

1
3133. Végeredmény: T Alkalmazzuk a kifejezésre a megfeleld Osszegzési tételeket, majd

% ezziik el a kijelolt miveleteket! A kapott kifejezésben levd sm x-et alakitsuk 4t cos® x-re,
sin’x 4+ cos® x = 1 azonossag segitségével. Ezutén emeljiink ki cos” x-et azon tagokbdl, amelyek-

IV
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ben ezenkiviil még 30° szogfiiggvénye is szerepel. Majd alkalmazzuk a sin® x + cos* x = 1 azo-
nossagot 30°-ra, s végiil irjuk be a megfeleld nevezetes hegyesszog szogfiiggvényének értékét és
megkapjuk a végeredményt.

3134. Végeredmény: — 1. Alkalmazzuk a kifejezésre a megfelels Osszegzési tételeket, majd
végezziik el a kijelolt miiveleteket. Ezutan helyettesitsitk be a 45°-0s nevezetes hegyesszog
megfeleld szogfiiggvényeinek az értékeit. Az egyszerlsitések utan megkapjuk a végeredményt.
3135. Alkalmazzuk a megfelels Osszegzési tételeket, végezziik el a kijelolt miiveleteket és
egyszerisitsiink!

a) 1;0) 0;¢) 0;d) 1;¢) 1;f) 0;g) 0; h) 1.
1 1
3136. « =45° ezért elég igazolni, hogy 8+ 7 =45°. tgf8 = > és tgy = 3 Alkalmazzuk

tg (B + y)-ra a megfelels Osszegzési tételt. Azt kapjuk, hogy tg (8 + 7) = 1, ebbdl pedig kovet-
kezik, hogy 8 + 7 = 45°. Keressiink elemi megoldast, amely nem hasznal szogfiiggvényt! Erde-
mes megtalalni a szép elemi megoldast, mert van ilyen.

3137. Végeredmény: 2. Vegyiik észre, hogy @ + 8 = 45°, igy 1 = tg 45° = tg(a + ). Alkalmaz-
zuk most a megfeleld 0sszegzési tételt, szorozzunk a nevezdvel, rendezziik nullara az egyenle-
tet, majd adjunk mindkét oldalhoz 1-et. Ezutin szorzatté alakitva kaphatjuk, hogy:
(1+tga)-(1+tgh)=2.

ERE )

4 1 1
1 YTy Dy
3139. 0) .b)0.¢) 2.4) 0.

8140. a) tgx. b) sinx. ¢) ctgx. d) ctg’ x.

3141. Az a) és a b) feladatoknal alkalmazzuk a kijelolt miveleteket és az ismert Osszefiig-
géseket a kétszeres szogekre! A ¢) feladatnél haszndljuk fel az a> — b* = (a — b)(a + b) azonos-
sagot, amelynek segitségével alakitsuk szorzatta a bal oldalt. A d) feladatnal hasznaljuk fel két-
szer a sin 2a-ra vonatkozé azonossagot!

3142. Alkalmazzuk a kotangens, illetve a tangens definicidjat, hozzunk kozos nevezore, al-
kalmazzuk a kétszeres szogekre ismert képleteket! Illetve hasznaljuk a sin® x + cos’x = 1 azo-
nossagot.

1
3138. 4) . b)

3143, om0, oo M9 20 19
ST g ST T e BT T g S8 T T g
tgx

60
3144. sianza. Vizlat: Mutassuk meg, hogy sinx= cosx =

1
1+ tgx ,

3 1
8145. Az cos2x = ——. Mutassuk meg, hogy cos 2x = 2 cos® — 1; cos’ x = ——— és eze-
2 tg?x+ 1

1+ tgx ;

majd hasznaljuk ezeket fel a sin 2x képletében. Keressiink masik megoldast is!

ket felhasznélva kaphatjuk az eredményt!

3146. cos2x = 3 A masodfoku egyenletet megoldva és a két jelolt koziil kivalasztva a meg-

1
felel6t, kapjuk, hogy: tgx = bR Tekintsiik azt a derékszogli haromszoget, amelynek egyik befo-

gbja 1, a masik befogdja 2 egység, ekkor szamitsuk ki az atfogd hosszat, illetve az x szog szi-
nuszat és a koszinuszat! Majd alkalmazzuk cos 2x képletét!
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5
3147. 1.eset: tgx= é; 2. eset: tgx =— /g . Alkalmazzuk tg 2x képletét! Majd behelyette-

sités utan kapunk egy masodfoku egyenletet tg x-re. Ezt megoldva kapjuk az eredményeket.

[2-/3 [2+/3
2

3148. 1. eset: sinx=+ ; 2. eset: sinx =+ ———. Alkalmazzuk a tangens €s a

2
kotangens definiciojat. Hasznéljuk fel, hogy sin®x + cos’x =1 és a sin 2x képletét. Kapjuk,

hogy sin2x = % Ebbdl szamitsuk ki, hogy cos2x = é vagy cos2x =— é Hasznaljuk fel,
1

.2 —cos2x P P . 2 P

hogy sin” x = 5 . Ebbdl szamithatjuk a végeredményeket.

3149. t¢ "= " Lmert, hogy | L7008 od példul a 3123 ¢) feladatot
g = . Ismert, hogy |tgx|= [T cosa, * \sd példdula . e) feladatot!

X X
Alkalmazzuk ezt 5 re és vegylik figyelembe, hogy tg 7 > (0! Masrészt vegyiik észre, hogy

B 1+ cosx
= 5 .

24
3150. sindx= 25 Bayrészt sindy =2-sin 2¢-cos 2r = 4 sinx- cos.x- (cos? x — sin® x). Osszunk

. . . sin4x
cos” x -szel, ami nem nulla, ekkor kapjuk, hogy: ——=4-tgx- (1 —tg’ x). Masrészt mutassuk
cos’ x

X

x
—<0!1 t, h —
cos - smert, hogy | cos —

meg, hogy =1 + tg’ x! Ezeket felhasznalva, tg x-ekbol felépitett kifejezést kapunk. Ke-

cos” x
ressiink egy masodik megoldast, amely egy olyan derékszogli haromszogon alapszik, amelynek
az x szoggel szemkozti befogdja 1 egység, mig a masik befogdja 3 egység!
3151. Szorozzunk 2-vel, majd alkalmazzuk sin2x képletét!
3152. Bovitsiik a bal oldalt sin 10°-kal és alkalmazzuk sin2x képletét tobbszor is.
8-sin10°-cos10°-cos20° cos40°  4-2-sin10°-cos10°-cos20°-cos40°

sin10° - sin10° B
_ 4-sin20°-c0s20°- cos 40°
R sin10°
3153. Szorozzuk meg az egyenletet sin ¢-val, majd alkalmazzuk a sin 2a képletét tobbszor is,

majd az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonlé modon egyre roviditsiik a bal oldalt, egészen addig
amig meg nem kapjuk a kivant eredményt.

. Folytassuk! A végén hasznaljuk fel, hogy sin 80° = cos (90° — 80°) !

3154. Végeredmény: 6L4 Legyen K a kifejezés. Hasznaljuk fel sin2x képletét tobbszor is.

T
2-sin — K
Induljunk ki abbol, hogy K = 765ﬂ =
2 .sin —
Sin 65
9.5 T T 2. 4.7 8- 16-7 32-r
_ S 65 COS 65 COS 65 COS 65 COS 65 COS 65 COS 65 _
T
2-sin —

65

IV
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. 2 2 4. 8- 16-7 2
=sm G5 008~z 08 — o008 — =008 — 008 — o _
2-si "
sin —
4z 4.7 8- 16-7 327
sin -COS -COS -COS -cos
= 65 65 65 . 65 65 Folytassuk! A végén hasznaljuk fel,
2%.sin —
65
" . 64 e T| 7w
ogy sin —— = sin| 7 — | = sin .
. o . sin 2« .
3155. Hasznaljunk teljes indukciét! n = 0-ra: cosx = > sin ez pedig igaz. Tegyiik fel, hogy
-sinx

sin<2"“‘x)

YEs . Szoroz-

az allitas igaz n = k-ra! Ekkor fennall, hogy cosx-cos2x-...- cos(2k : x) = -
-sinx

zuk ezt cos(Z" * 1-x>—szel! Igy cosx~cost-...~cos<2k~x)-cos(Zk”-x) =
sin(2k+1~x)~cos<2k”-x)
= 2k +1
sin(2k 2 x)

2k+2

- . Mutassuk meg, hogy a kapott egyenlet jobb oldala éppen:
-sinx

. Ha ezt megmutatjuk, akkor igazoltuk az éllitast n = k + 1-re, s a teljes indukcioé

elvének megfelelden igazoltuk minden nemnegativ n egész szimra.
8156. Alkalmazzuk a bal oldalra a megfelelé dsszegzési tételt és sin 2a képletét és sin® @ +

1
+ cos® @ = 1! Kapjuk, hogy : > + sina@-cosa. A jobb oldalra szintén alkalmazzuk az 6sszegzési

1
tételt és a sin® @ + cos> @ = 1 képletet! Kapjuk, hogy 5 + sin@-cosa.

3157. a) Végeredmény: 0. Alkalmazzuk a megfelel Osszegzési tételeket €s sin2a képletét,
ezenkiviil a sin® @ + cos* @ = 1 azonossagot! b) Végeredmény: 0. Alkalmazzuk a megfelels
Osszegzési tételeket és cos 2 @ képletét! Majd osszuk el a harmadik tort szamlalgjat is és neve-
z8jét is cos® a-val s igy alakitsuk 4t tangenseket tartalmazo kifejezéssé a harmadik tortet. Ehhez

hasznaljuk fel, hogy =1+ tg’ a. Az els6 két tortet hozzuk kozos nevezére! Vegyiik észre

cos” a
hogy az els6 két tort 6sszegébdl kivonva a harmadik tort atalakitott kifejezését, éppen nullat
kapunk.
c¢) Végeredmény: sin 2. Alkalmazzuk a megfeleld 0sszegzési tételeket, majd a szamlaléban és
a nevezdben hozzunk k6zds nevez6re, majd egyszer(sitsiink! Majd a miiveletek elvégzése utian
alkalmazzuk a tangens definici6jat, a sin* @ + cos® @ = 1 azonossagot és sin 2a képletét!

3158. g) Végeredmény: X Alkalmazzuk a megfelels Osszegzési képleteket €s a megfeleld
nevezetes hegyesszogek szogfiiggvényeinek értékeit helyettesitsiik be! Hasznaljuk fel a sin? @ +

+ cos? @ = 1 azonossagot! b) Végeredmény: 5 Hasonldan jarjunk el, mint az el6z6 feladatban.
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X 90° +x
8159, a) tg?(45° + 1= tg? . Alkalmazzuk most a kovetkez6 képletet:
tgx|= L= cosav Léasd a 3123. ¢) feladatot! H aljuk fel, h 90° + x) = — sinx!
|gx|— T+ cosox asd a . e) feladatot! Hasznaljuk fel, hogy cos( X) =—sinx!

X 90° —x
b) tg [45° - 2] = tgz[ 5 ] Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z8 feladatot. Hasznaljuk

90° —x

x
fel, hogy cos (90° —x) = sinx. ¢) tg* [45° - ?J = tgz[ ] Alkalmazzuk a kovetkezd kép-

letet: tgx = %. Lasd a 3123. ¢) feladatot! Majd hasznaljuk fel, hogy cos (90° —x) = sinx.
X 90° + x - sin2x

d) tg|45° + 5 |= tg[ 3 . Hasznaljuk fel, hogy: tgx = 1+ cosor és

cos(90° + x) = — sinx.

8160. Végeredmény: sin’ @, ez tényleg nem fiigg x-t6l. Alkalmazzuk a megfelels dsszegzési
tételeket! Ezutdn végezziik el a sin® x = 1 — cos” x helyettesitést. Majd két megfelels tagbdl
emeljiink ki cos® x -et, ezutan alkalmazzuk a kovetkezd azonossagot: sin® @ + cos” @ = 1.

-7 i+ /2
2

cos 15° =cos 75° = ——;

Jo+/2

tg15°=ctg75°=2—/§; ctg15°=tg75°=2+‘/§; sin 105° = ————;

2
6—,/2
—q; tg105°=—2 - /3; ctg105°= /3 — 2. Induljunk ki abbdl, hogy

sin 15° = sin (45° — 30°), majd alkalmazzuk a megfelel6 6sszegzési tételt és a megfelelS neveze-
tes hegyesszogek szogfliggvényeinek értékeit! Hasznaljuk fel, hogy sina = cos (90° — @).
Ugyanigy hatdrozhatjuk meg cos 15° és a sin 75° értékeit. A tg 15° értékének meghatarozasara
hasznaljuk a tangens definicidjat és az el6z6ekben kiszamitott értékeket. Hasznaljuk fel még,
hogy ctg @ = tg (90° — @)! A ctg 15° meghatarozasanal a legegyszer{ibb, ha tg 15°-bsl szamitjuk
ki. tg105° = tg (105° — 180°) = tg (-75°) = —tg 75°. A ctg105°-ot hasonldan szdmithatjuk ki.
3162. sin 75° = sin (45° + 30°) erre alkalmazzuk a megfelels Osszegzési tételt, ezutdn pedig
helyettesitsiik be a megfelel6 nevezetes szogfiiggvények értékeit.

sin 15° = sin (45° — 30°), ezt ahhoz hasonldan alakitsuk at, mint az el6z6t.

3163. tg 15°=1tg (60° — 45°). Alkalmazzuk erre a megfeleld Osszegzési tételt és a nevezetes

3161. Végeredmények: sin 15° = cos 75° =

cos 105° =

!
tg15°°

3164. Hasznaljuk fel, hogy sin75° = cos 15°, cos 75° = sin 15°, tg 135° = tg (135° — 180°) =
=tg(—45°) = —tg45°=—-1!

5.1 10 +2-/5
3165. sin 18°=cos 72° = ;cos18°=sin72°=-————;

4 4

/25-10- /5
tg 18°=ctg 72°= f; ctg 18°=tg 72°= [5+2- ‘/g . Tekintsiink egy olyan egyenld

hegyesszogek tangenseinek megfelels értékeit. Majd hasznaljuk fel, hogy ctg 15° =

IV
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szaru haromszoget, amelynek szogei 72°% 72°; 36°, a szarainak hossza 1 egység €s az alap hossza
legyen x egység! Huzzuk meg az egyik 72°-os szog szogfelez6jét! Mutassuk meg, hogy ennek a
hossztsaga is x | Vegyiik észre, hogy a szogfelezd x és 1 — x hosszusagi részre osztja fel a szarat.

X 1 5-1
Miért? Alkalmazzuk a szogfelez6tételt: 1% - % Ebbdl hatarozzuk meg x-et! x = fz .
-x x

5-1
R Szamitsuk ki az emlitett egyenlS szard haromszog magassagat

[10+2./5
4

definicidjanak és az el6z6 eredmények felhasznalasaval kaphatjuk. Némely algebrai atalakita-

sokat azért néhol végre kell hajtani, példaul a nevezd gyoktelenitését, ha azokat az ered-

ményeket szeretnénk kapni, amelyeket el6bb megadtunk.

8166. cos36° = cos(2-18°) = cos” 18° = — sin” 18°, masrészt hasznaljuk fel az el6z6 feladat-

bol a megfeleld képleteket.

3167. Mutassuk meg, hogy sin 234° = — cos 36°, ezt pedig mar az el6z6 feladat megoldasdban

kiszamitottuk. Hasznaljuk fel sin 18° pontos értékét és a megfeleld szorzés elvégzése utan

megkapjuk a bizonyitand6 egyenléség jobb oldalat.

3168. Végeredmény: 4 a kifejezés pontos értéke. Haszndljuk fel, hogy cos290° = cos (270° +

20°)! Alkalmazzuk erre a megfelels Osszegzési tételt és mutassuk meg, hogy cos 290° = cos (270° +

20°) = = sin 20°! Masrészt sin 250° = sin (270° — 20°), ezt kifejtve a megfelels Osszegzési tétellel,

kaphatjuk, hogy sin 250° = cos 20°. Felhasznélva az eddigieket, kaphatjuk, hogy a kiszamitando ki-
/3

sin20°  cos20°

Ebbdl pedig: sinl8° =

a Pitagorasz-tétellel: m = , ebbdl kiszamithatjuk cos 18°-ot. A tg 18°-ot a tangens

. Ebbdl

fejezés egyenl6 a kovetkezd kifejezéssel:

1
J3 -c0s20° - sin20° é cos20° — B sin20°” sin60° - c0s20° — cos 60° - sin 20°
T 2sin20°-cos20° | 2-sin20°-cos20° - 2-sin20°-cos20° -
sin (60° — 20°)
"2-sin 20°-cos20°
3169. y = % — (@ + B), ezt felhasznélva: tga-tgf + tgy - (tgh + tga) =

=4

T
=tga-tgh + tg C (@+B)|-(tga +tgB)=tg a-tg B+ctg(a+ L) (tg a + tg B). Ezutin

alkalmazzuk a kotangensre vald 6sszegzési tételt! Ha ez éppen nem jut esziinkbe, akkor alakit-
suk at a kotangenst tangensre és alkalmazzuk a tangensre ismert Osszegzési tételt.
3170. Hasznaljuk a tangensre ismert 0sszegzési tételt tObbszor is. Szamitsuk ki el8szor, hogy

1
tg2a = —-, masrészt szamitsuk ki, hogy tg (2&'+B)=§. Ezutan mutassuk meg, hogy

24
3
tg(da +20) = tg(2-(2a + B)) = majd ezutan kovetkezik, hogy tg(5e + 28) =

=tg((4a + 2B) + @) = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy 5a + 28 = 45° + k- 180°, ahol k tetszdleges

egész szam. Mutassuk meg, hogy 0 < @ <45°, majd azt, hogy 0 <2« < 45°. Hasonléan mutas-
suk meg, hogy B, 2a + B és 4a + 2 is 0° és 45° kozé esik, ezért k = 0.
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3
3171. Szamitsuk ki elGszor, hogy cos 8 = , ezutan pedig tgf = é kovetkezhet. Alkal-

5
/28
1
mazzuk a tangensre ismert Osszegzési tételt! Kaphatjuk, hogy tg(a + ) = T Vegyiik figye-
3

lembe, hogy 0 <a + B < 180°. Ebbdl és az el6z6bdl kovetkezik, hogy @ + 8 = 30°.
3 1 3
3172. Szamitsuk ki, hogy cos8 = —, masrészt tgff = 3 Majd az utdbbibdl tg2f = —

J10 “

Majd végiil tg (o + 2/3) = 1. Mutassuk meg, hogy 0 < @ + 28 < 7, igy ezekbdl kovetkezik, hogy
b4
+28=—.
a+2p8 2

Geometriai feladatok

3173. =~48°11"; = 96°22'; =~ 35°27" a haromszog szogei, ~ 4,67 cm a haromszog ismeretlen
oldala. Alkalmazzuk a szinusztételt! Majd alkalmazzuk a sin2a képletét.
3174. =~51°3; = 68°57" a haromszog ismeretlen szogei. Alkalmazzuk a szinusztételt! Ezutan
alkalmazzuk a szogek kiilonbségére a megfeleld Osszegzési tételt. Kapunk egy egyenletet,
amelyben az egyik szog szinusza és koszinusza szerepel. Osszuk el az egyenletet a szog koszi-
nuszaval, ekkor olyan egyenletet kapunk, amelyben a szdg tangense lesz. Ebbd]l megkaphatjuk
a megfeleld szoget.
3175. ~ 6,09 cm; = 9,13 cm a haromszog ismeretlen oldalai, ~ 41°47’; ~ 88°13" a haromszog
ismeretlen szogei. Hasonl6an szamithatjuk ki a szogeket, mint az el6z6 feladatban. Ezutan az
ismeretlen oldalakat szinusztétellel szamithatjuk ki.
3176. =~ 0,535 egység a P pont tavolsaga a derékszogli csucstol. Szamitsuk ki, hogy PC = cos a.
) sin 3 sin(e — 30°)
Misrészt 8 = @ — 30°. Alkalmazzuk a szinusztételt: — = ————. Ebbdl cosa = ——————.
1 sin120° sin120°

J3+1

/s
Ebbdl szamitsuk ki az & szdget, majd ebbdl pedig a PC szakasz hosszat.

3177. x =60 m-re kozelitettiik meg a felhSkarcoldt. Az ut kezdetén @ szogben latjuk a fel-
120

300 +x

Alkalmazzuk a megfeleld 0sszegzési tételt, utana osszunk cos a-val. Kapjuk, hogy tga =

hékarcolot, ekkor 300 m + x tavolsagra vagyunk a felhSkarcol6tdl. tga = , menjiink

120
300 méterrel kozelebb a felhSkarcol6hoz: tg(a + 45°) = —-.
X

Alkalmazzuk erre a megfeleld dsszegzési tételt. Majd oldjuk meg az
egyenletrendszert! x-re mdasodfokd egyenletet kapunk, amelyet

megoldva, kapjuk, hogy x = 60.
3178. ~37,76°% ~ 113,28% =~ 28,96° a haromszog ismeretlen
szogei, = 10,12 cm; = 15,18 cm a hdromszdg ismeretlen oldalai.

2 sina
Alkalmazzuk a szinusztételt! 3~ 53 . Az sszegzési tétel segit- P
sin3a .
ségével irjuk fel a sin 3« kifejezést sin ¢, illetve cos @ segitségével, S 1205

vagy hasznaljuk fel a 3120. a) feladat eredményét. Ebb6l meghata- = :

IV
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rozhatjuk az @ szoget, ebbdl a 3 szoget, ezekbdl pedig a y szoget. Majd a szinusztételt kétszer

felirva, meghatarozhatjuk a két ismeretlen oldal hosszasagat.

12 sin3x
3179. Nincs ilyen haromszog. Alkalmazzuk a szinusztételt: 3 T s Majd fejezziik ki a
sin

megfeleld kifejezéseket sin e, illetve cosa segitségével. Példaul a kovetkezd egyenletet
kaphatjuk: 4-cos® x —3-cosx — 1 =0, ebbdl olyan x-eket kapunk, amelyekre nem létezik a
megfelel6 haromszog.
3180. =~ 71°12" ; = 72°32; = 36°16’ a haromszog ismeretlen szogei. Alkalmazzzuk a szinusz-
8  sin(180° — 38)
tételt! a =8 cm, b =5 cm, ¥ = 283, ekkor a = 180° — 35. i T Alakitsuk at ezt
ugy, hogy csak sin 3, illetve cos 8 legyen az egyenletben. Ezt az Osszegzési tétel segitségével
kaphatjuk meg vagy hasznaljuk fel a 3120. a) feladat eredményét. A rendezés utan kapjuk, hogy:
cos® 8 =0,65. Ebbdl kapjuk a B ~ 36°16' szoget. S ebbdl pedig szdmithatjuk a tébbi szoget.
3181. 1. megoldas: @, ~83,28% [,~48,13% 7,~48,59° a haromszog ismeretlen szogei,
a,~15,89 cm; b, ~ 11,91 cm a haromszog ismeretlen oldalai. 2. megoldas: «, =~ 28°% /3, ~ 20,6°%
7,=~ 131,4° a,= 7,51 cm; b,~5,63 cm. Legyen ¢ =12 cm, R=8 cm, ekkor a c=2-Rsiny
képletbdl kaphatjuk a y szoget: 7, = 48,59°, 7, ~ 131,4°,a =4 -x, b = 3 -x. Irjuk fel a ¢ oldalra a
koszinusztételt! Ebbdl kapjuk, hogy: x, = 3,97, x, = 1,877. Ezekbdl kaphatjuk az ismeretlen ol-
dalakat. Az @ szoget példaul aza =2 R - sin a egyenletbdl hatarozhatjuk meg.
3182. =~26,57°%=53,13° ;~100,3° a haromszog szogei;~5 cm; 894 cm a haromszog

m
ismeretlen oldalai. Legyen m a haromszdg 11 cm-es oldalahoz tartozé magassaga. 3= tg2a;

m
i tga. Alkalmazzuk a tg 2a képletét, majd oldjuk meg az egyenletrendszert! Kapjuk, hogy

1 1
tga = > tga =— ) nem lehet | Ebbdl kapjuk, hogy: @ = 26,57°. A haromszog megfelels ol-

dalait megfelel6 szogfiiggvénnyel kaphatjuk.

3183. y =135° a haromszog harmadik szoge. A feltételbdl kovetkezik, hogy tg o +tg 8=
=1—tga-tgp. Eloszor mutassuk meg, hogy 1 —tge - -tg 8 # 0. Ha ezt megmutattuk, akkor

tga +t
oszthatunk vele. gigﬂ =1, ebbdl tg(e + ) = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy @ + 8 = 45°, s
1—-tge-tgh

innen y = 135°.

8184. 1. eset: 914,5 cm” a trapéz teriilete. 2. eset: 85,4 cm” a trapéz teriilete. Legyen m a tra-
péz magassaga. Huzzuk meg a trapéz egyik atlgjat! Legyen /8 + 26°34” a hosszabbik alapon fek-

m m
v0 szog. Ekkor 5= tg(B + 26°34) és > = tg 8. Alkalmazzuk a megfeleld Osszegzési tételt,

majd oldjuk meg az egyenletrendszert! Ekkor tg 8-ra kapunk egy masodfokd egyenletet, ame-
lyet megoldva, kapjuk, hogy: 1. eset: tg 5 = 1,4633, £ = 55,65°, m = 36,58, t =~ 914,5 cm?, 2. eset:
tg = 0,136675, 8= 7,78°, m = 3,42 cm, t = 85,4 cm*.

3185. =~ 23,8065° = 36,135°, a kozépponti szog két része. A két szogre a feltétel: (1) @, + @, =

x 2
= 60°. A két megfelel6 hurra: — = 3 Huzzuk meg a megfelel6 haromszdg magassagait. Ekkor
y

a a
kaphatjuk, hogy x=2-r-sin 71 és y=2-r-sin 72 Ezeket behelyettesitve kapjuk, hogy: (2)
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a
a : o_ 1
5, sin 71 5 sin [30 > ]
—= . Oldjuk meg az (1) és (2) egyeletbdl all6 egyenletrendszert! — = ————+
3 La, 3 La,
sin — sin —

Alkalmazzuk a megfelel6 Osszegzési tételt! Majd oldjuk meg az egyenletet! Kapjuk, hogy

o, =23,865°.

3186. A kifejezés pontos értéke 2. Irjuk fel a szinusztételt kétszer az ABC haromszogre!
1 sin100° ~ BC  sin60°

AC ~ sin20° 17 sinl00°

=2-sin 10°- cos 10°. Majd a vége felé hasznaljuk fel, hogy cos10° — ‘/5 -sin10° =

=2-sin(30° — 10°).

3187. A keresett szogek: 30°% 60°; 90°. Legyenek a haromszog szogei @ — d, @, & + d. Mutas-

A

3
suk meg, hogy a = 60°! A feltétel szerint sin(60° — d) + sin60° + sin(60° + d) = — Alkal-

. Hasznaljuk fel, hogy sin 100° = cos 20° és sin 20° =

3
mazzuk a megfelel6 Osszegzési tételt, rendezés utan kapjuk, hogy cosd = - ebbdl d = 30°.

3188. vagy mas forméban /27 :,/32 :/g a haromszog oldalainak ara-

34 5
Jiu 2 50
nya. Legyen tga=3x, tgf=4x tgy=>5r Itt tgy =tg(180°— (@ + B))=—tg(a + B) =

tga +tgf

=— m Ha ide behelyettesitjiik a megfelels kifejezéseket, akkor x-re kapunk egy

1
egyenletet, amelynek a feladatnak megfelelé megoldasa: x = /; . Ebbdl kaphatjuk a szogek szi-
. 1 . tga . . p
nuszait, ha felhasznéljuk, hogy: sine = —————. Majd alkalmazzuk a szinusztételt:a : b : c =
1+tgx

=sina:sinf:siny.

3189. PC=r=2193,7 m, a P pont C ponttdl valé tavol-

saga. Szamitsuk ki el6szor, hogy ¢ + ¥ = 84°10'! Irjuk fel két- P
sing rsiny _ ccogr

b — = ! Ezekbdl a=65% B =87°43'
sina ° b sinf 2ebo éb
a-sing B b-siny

’
szer a szinusztételt: — =
a

kapjuk, hogy: Sna sng Helyettesitsiik be ide a
megfelelé adatokat és kapjuk, hogy 1,25229 sing = B
=~ sin(84°10'— ¢)! Alkalmazzuk a megfelels dsszegési tételt, —a=37025m

b=2684,6 m

majd osszunk cos ¢-vel és kapjuk, hogy tg ¢ =0,73477. ‘
Ebbdl hatdrozzuk meg ¢-t és helyettesitsiik vissza a megfe- C
leld egyenletbe és kapjuk, hogy: r = 2193,7 m.

y =122°59"

IV



IV

440 Osszegzési tételek alkalmazasa

A haromszdg trigonometriajarol

3190. Hozzuk a feltételt a kovetkezd alakra: siny - cos ¥ = sin 8 - cos 8, ebbdl sin 2y = sin 2.
Ebbdl vonjuk le a megfelels kovetkeztetéseket.
3191. 7 =180° — (@ + B), ebbdl sin y = sin @ - cos 8 + cos @ - sin . Igy kaphatjuk, hogy
2-cosa = ;122 = ... =sina ctgf + cose. Ebbdl ctg o = ctg 5. Egy méasodik megoldast kap-
hatunk, ha alkalmazzuk a szinusztételt a b és a c oldalra, majd alkalmazzuk a koszinusztételt az
a oldalra.
3192. Végeredmény: Derékszogii a haromszog (és nem egyenld szaru, hiszen ezt kizartuk.)

] sinfa tga sina - cos 8 ) )
Alkalmazzuk a szinusztételt! — = ———=——= ... = ————— Ebbdl: sin 2@ = sin 2.

p>  sin’B tgh cosa-sinf8
sina + sinf3

3193. sin(e +f) = . Alkalmazzuk a megfelel6 Osszegzési tételt! Majd szoroz-

cosa + cosf

zunk a nevezdvel! Az 4talakitasok utan cos @ - cos 8- (cos @ + cos B) + cos” @ -sin 8 + sina - cos® f =
=sina +sin B, cosa - cos B (cosa + cos f) =sina - (1 — cos® §) + sin B+ (1 — cos® B),

cos @ -cos - (cos @ + cos B) = sin & - sin 3 - (sin @ + sin j),

(sin @ + sin B)(cos @ - cos 8 —sin -sin B) =0, (sin @ + sin B) - cos (¢ + 8) = 0.

Ebbdl cos (a + B) =0, mert (sin @ + sin §) # 0. Ebbsl kovetkeztessiink!

3194. Haszniljuk fel, hogy: siny = 2-sin%-cos%. Ebbél kaphatjuk, hogy —2-sine-sin 8 =
=—2-cos’ % Ebbél pedig cos(a + B) — cos(a — f) =— 2-0052%, —cosy —cos(@ — B) =

=—2-cos’ % Ebbdl kaphatjuk, hogy cos(a — ) = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy @ — 8 = 0.

. . a+p a—-p

3195. siny =cosa + cos /3, ebbdl (1) siny = 2-cos 5 -COS B masrészt

. Y 4 o a+p a+p
(2) siny =2-sin — 608 = A (2) egyenletbdl siny = 2-cos 5 cos ——. Az (1) és (2)

letbal: 2 a+pB . a+B_2 a+p a—-f a+p
egyenletbdl: 2-cos —— -sin ——=2-cos ——cos ——, cos —
o a+pB a—-p a+ B

‘| sin S~ cos |7 0. Mutassuk meg, hogy cos =0 nem 4allhat fenn. Ebbdl

. . a+f a-B ) _a+f a-B
kovetkezik, hogy sin 5 —cos > =0. Tovabb folytatva: sin 7 = sin [90° — — |

a+p a-f ) a+p a—pB
Ebbdl 1. eset: — =90°— , innen pedig a = 90°. 2. eset: — =180°—|90° — —

ebbdl pedig B = 90°.

a+ a— a+ a— a+
3196. 1. eset: 2-sin 3 G -COS > A =2-cos 5 G -COS 5 B,ebbél sin G =
a+f a+ B a+

=cos . Innen pedig tg =1, ebbdl

2. eset: Ha 7 = 90°, akkor sina = cos B és sin 8 = cos @, tehét sina + sin 5 = cos @+ cos f5.

= 1. Innen kovetkezik, hogy 7 = 90°.
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3197. siny =sin(a + B), 1gy 2 =sin® @ + sin* £ + sin’ 7—sm 01+s1n £ + sin’ (a/+B)
—sm2a/+sm2,8+s1n2a cos 2B +2-sina-cosB-cosa-sin B + cos® @ sin ?’ Ebbol(l—sm a)+
+(1—sm B)—sm a-cos’f+2-sin @-cosf-cosa- sm,8+cos a-sin’ B8, cos’> @ + cos’ B =
—sm a - cos f+2 sin @-cos/8-cosa-sin 8+ cos®@-sin” 3,0 = 2-sin @-cos@-sin 3 - cos§+
+cos* B+ (sin® @ — 1) + cos* @ (sin> B —1), 0 = sin @-cos @ sin §-cos § — cos* @ cos’® 3,
cosa-cos - (sine-sin 8 —cosa-cos ) =0. Ebb8l kaphatjuk, hogy cosa:cosf3-cosy =0.
3198. cosy = — cos(a + BB). Ezt felhasznalva kapjuk, hogy: cos @ -cos 8- cosy =

1
=cosa-cosf-(—cos(a + B)) < §,058~cos @ -cos f3-cos(a+B)+ 1.

1
0< 8~5~(cos(a/ + B) + cos(a — B))-cos(a + B) + 1,
0<4-cos’(a+ B) + 4 cos(a — ) cos (a+ B) + cos’*(a — ) + sin*(a — j).
0 < (2-cos(a + B) + cos(a — B))2+ sin*(@ — f). Vizsgaljuk meg az egyenl8ség esetét is! Azt

kapjuk, hogy akkor és csak akkor van egyenlGség, ha a haromszog szabalyos.
3199. Hasznaljuk majd fel a koszinuszok dsszegének a szorzatta alakitasara ismert képletet.

. . . . . . . a+B a—p
sin@ +sin 8 +siny =sin & + sin 8 + sin(a + 8) = 2-sin 5 - COS 5 +
s a+f a/+,8_2 o a+B a—,8+ a+p
sin ——-cos ——=2-sin — cos — cos —
. B 5 1 a+B+a/—,8 I (a+B a—-B)|_
=2-sin cos |5 5 5 cos |5 5 5 =
—4.si a+pB a 3_4 4 B a
=4-sin COS —-+COS —- = 4:COS —C0S €08 .
3200. cosa+cosf+cosy =cosa+cosf+cos(180°—(a + B))=
a+ a— a+ a—
=cosa +cosf—cos(a+ )= 2 cos 3 G “cos — G —|cos® d — sin’ 3 G =
+8 a—-R a+p a+p a— a+p
—1+2- : —2-cos? =142 : - =
cos cos — cos” — cos — cos — cos —
a+p 1 (a—B8 a+p 1 (a—B a+p
=1+2 (=2)-sin|—- + sin| — | —— — =
cos (=2) sm[2 [ 5 5 sm[2 [ 5 5
—1+dcos T in Losin Lot v asin Lo in 7
= cos sin —-+sin — = sin —--sin —--sin —-.
3201. tga+tgf+tgy=tga+tgB+1tg(180°—(a+pB))=tga+tgB+
tg180° —tg(a + ) tga+tgh
=tga+tgf—tg(a+p)=tga+tgfh————=
1+1g180°-tg(a + B) gatigh-tgl@tf)=tgatieh 1-tga-tgh
—tga-tgh tga+tgh
=(tga +t — ‘tga-tgh=—tg(a+p) tga-tgh=
=(tga +tgh) 7 “atgh . 1-tea-gf & gB=—tg(a+p) tga-tgf

=tgaf~tg[>’-tg7.
3202. —1=cos(@ + B +7)=cos((@+ B)+7)=cos(a + pB)-cosy —sin(a + B)-siny =
=cosa-cosf-cosy —sina-sinf-siny —sina-cosB-siny — cosa -sin 5 -siny. Osszuk el az

IV
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-1
sina-sinf-siny
—ctg/s — ctge. Ebbél kapjuk a bizonyitandé allitast.

3203. sin2a + sin2f + sin2y = sin2e + sin2B + sin(360° — (¢ + B)) = sin2a + sin2p —

2a + 28 2a — 28

—sin (2a +2/8) = 2 -sin cos 5 —2-sin(@+p)-cos(@+pB)=...=

=2-sin(a + B)-(cos(a — B) — cos(a + B)) =
=2-sin(@ + B)- (- 2)-sin [%-((a—5)+ (@ + B))| sin [%-((a’—b’)—(a+8))

=—4 sin(¢+f)-sina-sin(— f)=4-sine-sinB-siny.
3204. cos2a + cos2f + cos2y = cos2a + cos2f + cos(360° — 2 (a + B)) =
=cos2a + cos2p + cos(2-(a + B)) =

egyenletet sin @ - sin 3 - sin y-val, kapjuk, hogy: = ctga-ctgf-ctgy — ctgy —

2a + 28 2a — 28 5 L
=2-cos 7 - Cos 7 +cos” (@+fB)—sin" (@+B)=...=
—1+2-cos(a + B)-(cos(a — B) + cos(a + B)) =
1 [a— a+ 1 [a— a+
=—1+42 cos(@+ B)-cos |=- B—i— p - oS —~—B— # =..=
2 2 2 2 2 2
—1+4-cos(@+p)-cosa-cosB=...=—1—4-cosa-cosf-cosy.
3205. 102 (€28 + tg2 sin2¢  sin2f  sin2y  sin2a-cos2f + cos2a -sin2f
. tg2a + + = + + =
& & S cos2a  cos2f  cos2y cos2a-cos2fs
. sin(360°—2-(@+p))  sin(2-(@+pB)) sin2y  —sin2y . sin2y
cos2y T cos2a-cos2f 0 cos2y T cos2a-cos2f 0 cos2y
_ —sin2y-cos2y + cos2a-cos2f3-sin2y 3 —sin2y-(cos2y — cos2a-cos2p) 3
a cos2a-cos2f8-cos2y a cos2a-cos23-cos2y a
—sin27~<cos(2~(a +p)) - cosZa~cosZ,8> —2sin2y - (— sin2a-sin2p)
cos2a - cos2B - cos2y 7 cos2a-cos2B-cos2y

=tgla-tg2B tg2y.
3206. Ismert, hogytga +tg S +tgy =tga-tg [ tgy haaszogek egy haromszog szogei. Ve-

90°—£

+
2

+

a
gylik észre, hogy [90° ey

90° — %] = 180°. Ezért a zar6jelekben levd szogek

a
is egy haromszog szdgei, ezért alkalmazhatjuk ezekre a megfelels tételt. tg [90° ey +

o 4 _ o @ o E © 1
90 2]—tg[90 2]tg[90 2]tg{90 2|.

a B 4 a B 7 ,
Ebbdl ctg? + ctg? + ctgi = ctg?ctg?-ctgi . Keressiink masik megoldast! Alkalmaz-

+tg 90°—§ + tg

zuk a kotangens definicidjat, majd az els6 két tortet hozzuk k6zos nevezére! Alkalmazzuk majd
a megfelel6 helyeken a megfelel Osszegzési tételt! Folytassuk! Joval hosszabb megoldasra
szamitsunk, mint az el6z06.
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3207. sin’a + sin® B + sin’y = sin’ @ + sin? 8 + sin® (180° (0/ + B)&— sin® @ + sin® B +
+ sin’(a + B). Alkalmazzuk a megfelelo Osszegzési tetelt majd Vegezzu el a negyzetre emelést,
alakltsuk at a sin ,8 t és a sin® a-t és kapjuk, hogy: sin® @ + cos @ (1—cos* B) +sin® B +

+cos’ B-(1—cos’ @) +2-sina-sinf siny =...=2—2 cos* @ cos’  +
+2-sina-cosa-sinff-cosf=2— 2 cosa/ cos/J’ (cosa-cos B —sina-sinf) =
2—2-cosa-cosf- cos(a—i—,@) (Z + cos @ - cos 8- cos ).

3208 Ismert, hozgy sin® @ + sin B +sin®y=2-(1+cosa cos B cosy). gyl —cos’a+1—
— cos B+1—cos y=2+4+2-cosa-cosf- cos 7. Tehét cos® @ + cos® B+ cos’ y =
=1—2-cosa-cosf-cosy. Havan kedviink és id6nk, akkor keressiink masik megoldast, amely
nem hasznalja fel az el6z6 tételt. Ez kissé hosszabb megoldas lesz.

a B 4 .
3209. Vegyiik észre, hogy [90°— > +190° — r3 +190° — 2] = 180°. Ezért a zardjelben
levd szogek is egy hdromszog szogei. Masrészt tudjuk, hogy: cos® @ + cos® B+ cos> y = 1—2-
cos @ - cos 3 - cos 7, tetszOleges haromszog szogeire.

r
2

Ide behelyettesitve cos [90° — —| + cos® [90° - é

+ cos? [90° -

a
=1-2"cos [90" - E] - COS [90" - g] - €OS [90" - % . Ebbdl kapjuk, hogy:

@
2 %21—2~Sin7~sin?~sin %
@+ sin® B +sin*y = 2- (1 + cos @ - cos - cos ), tetszSleges harom-
90° —g +190° — 72/] = 180°. Tehat a zaro-

.2a 2 .
sSIn” — + sin® — + sin
2 2

2

3210. Ismert, hogy sin
a
szOg szogeire. Vegyiik észre, hogy [90" iy +

jelekben levd szogek is egy hdromszog szogei. Ezekre alkalmazva a szinuszok négyzetosszegére

— | + sin? [90° — 1] =

igazolt tételt, kapjuk, hogy: sin* [90° - >

a
— |+ sin® [90° —

a
90° — —| - cos 90°—£ - Cos 90°—1
2 2 2

=21+ cos . Ebbdl kapjuk, hogy

, @ ) , ¥ L@ e
cos’ — + cos’ — + cos® — =2-|1 +sin — -sin — - sin —|.
2 2 2 2 2 2
a-b-siny . ) e
3211. Ismert, hogy ¢ = — masrészt alkalmazzuk a-ra is és b-re is a kdvetkezd tételt:

a=2-R-sina!
8212. Ismert, hogy ¢t =2-R* sina sin - sin y. Masrészt ismert, hogy

a a a
t=4-R-r-cos — " €os - cos % Majd hasznaljuk fel, hogy sina =2 -sin 5 "cos =, ezt
alkalmazzuk S-ra és y-ra is!

a
3213. Ismert, hogy t=4-R-r-cos 5 cos 5 cos %, masrészt

a
r=4-R-sin 5 sin g -sin % Osszuk el a két egyenlet megfelel6 oldalait egyméssal!

IV
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: a B 4 :
3214. Tudjuk, hogy t =4 R -r-cos 5 cos 5 cos > masrészt ismert, hogy

a
r=4-R-sin 5 sin é -sin % Osszuk el a masodik egyenletet az elsével, majd szorozzuk r-

rel, ezutan ¢-vel a kapott egyenlet oldalait. Majd hasznaljuk fel, hogy t =s - r.

a 4
3215. Ismert, hogy t =s-r, masrészt t =4 -R-r-cos > cos 5 cos 5

b*+ c*—a?
3216. a) A koszinusztételbsl kapjuk, hogy cosa = > he masrészt tudjuk, hogy
b-c

L a 1 — cosa % o0 v 1 a*— (b -c)}
—_—= [ — — < °. — = s =
sin 5 mert - gy 1l —cosa b e

_(a+b—c)(a+c—Db) a /m+b—cxa+c—m

T ho , ezeket felhasznalva kapjuk, hogy: sin 5= 1 hc ,

R S [ T Chr RN R0 it
ebbdl pe 1gsm2— o . b) cosa=...= The -

b+c+a)b+c—a) srésat | o h a 1+ cosa ta 90°. Ezek
= . e _ — < O‘ -
T ho Mésrészt ismert, hogy cos 5 5 , mert - ze

| . a G+ct+a)b+c—a) . . a s-(s—a)
bl kapjuk, hogy cos — = , innen pedig cos —= | ———.
2 4-b-c 2 b-c

3217. Hasznljuk fel az el6z5 két feladat végeredményét €s hasznaljuk a tangens definiciojat!
3218. Aszogfelezd két részharomszogre osztja az eredeti haromszoget. Irjuk fel, hogy az ere-

b-c-sina
deti haromszog teriilete egyenld a részhdromszogek teriileteinek az dsszegével! — -
. a . a
b<fa'smE c~fa'sm? o -~ . a a
= 2 + 2 . Masrészt hasznaljuk fel, hogy sin ¢ = 2 - sin > cos ER

. L« a L« (s=b)(s—¢)
3219. Ismert, hogy sin @ =2 -sin — - cos —, masrészt sin —= [———— ¢s
2 2 2 b-c
a _[s(-a) , .
cos > e - Ezekbdl kaphatjuk a bizonyitand6 dsszefiiggést.
c

3220. Mutassuk meg, hogy x =s —a, ehhez hasznaljuk fel, hogy a korhoz kiils6 pontbol
a r

huzott érintGszakaszok egyenls hossziak. igy tg 5= .
s—a

a
8221. Ismert, hogy t =5 tg 5 tg g tg %, masrészt tudjuk, hogy
a

r
tg =52’ harmadrészt t =s 7.

3222. Ismert, hogy ¢ = -r, masrészt tudjuk, hogy
/@—@@—m@—q
r=

N

. Egy mésodik megoldast kaphatunk, ha
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b-c-sina 2
abbol indulunk ki, hogy t=———— és sina= ) 3223.

2 b-c
: / s-(s—a)(s—Db)(s—c). Keressiink tovabbi megoldasokat!
br, cr, ar,
3223. a) tACOazT; tABOAZT; tBCO,;:T;
btc—a B
1= 1400,  Lago, ™ thoa:f -r,. Ebbdl r,= P
a r

a

b)s=c+x,igytg?=—.
s

t
3224. Ismert, hogy r,= ——, masrészt t =5 -r, harmadrészt ¢ = /s- (s—a)(s=b)(s—c).
s—a

Induljunk el a /r-r,r,-r, kifejezésbdl és ezt alakitsuk az el6z6eket figyelembe véve.
3225. g) Tudjuk, hogy @ =2-R - sin . Alkalmazzuk ezt b-re és c-re is, majd adjuk Ossze a ha-

r e By
rom egyenletet. b) Ismert, hogy R =4-sin > sin 5 sin R Masrészt cosa +cos S+ cosy =.

a By . :
=4 smi : sm; : smz + 1. Ezekbdl megkaphatjuk a bizonyitand¢ 4llitast.
3226. Irjuk fel az a és b oldalra a szinusztételt! Majd adjunk az egyenlet mindkét oldalahoz
1-et! Hozzunk koz0s nevezdre és kapunk egy egyenletet. Induljunk ki djra az el6bb felirt szi-
nusztételbdl, de most az egyenlet mindkét oldalabdl vonjunk le 1-et. Ezutan hozzunk kozos
nevezOre és igy kaptuk a masodik egyenletet. Osszuk el a masodik egyenletet az els6 egyenlet-

: . . . a+p . a-§ . .
tel! Majd hasznéljuk fel, hogy sine —sinf8 =2-cos 5 -sin > és sina + sinff =
o a+f a—-f
=2-sin ——-cos ——.

3227. a) Irjuk fel a szinusztételt az a és b oldalra! Adjunk mindkét oldalhoz 1-et, majd hoz-
zunk k6z0s nevezdre. Majd irjuk fel a szinusztételt a b és c oldalra! Ezutan szorozzuk 6ssze a
. . a+b sina+sinf )
kapott két egyenlet megfeleld oldalait! Kapjuk, hogy = Sy . Hasznaljuk fel,
c
: , . . . a+B a-hB ,
hogy siny =sin(a + /) és sina +sin/f =2 -sin - oS , masrészt sin(e + B) =

2 2
a+p a+hB : , . :
3 - COS TR b) Induljunk ki az a és b oldalakra felirt szinusztételbdl, majd

mindkét oldalbdl vonjunk le 1-et, ezutdn hozzunk kozos nevezdre! Hasonlé mddon jarjunk el,
a+B . a-8

> sin > azonossagot hasznal-

=2-sin

mint az a) feladatban, csak itt a sine — sinf8 = 2 - cos
juk fel.

IV
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3228. a) Vegyiik észre, hogy f(x) = sinx, ha sinx # 0, ha pedig sinx =0, azazx =k - 7, ahol k
tetszGleges egész szam, akkor ezeken a helyeken a fliggvény nincs értelmezve. b) Vegyiik észre,
hogy f(x) = cosx, ha cosx # 0. Ha pedig cosx = 0, akkor x = X + k- 7, ahol k tetszbleges egész

szam, és ezeken a helyeken a fliggvény nincsen értelmezve. ¢) Vegyiik észre, hogy a fiiggvény

1
fx)= > sinx.
. IT+cosx 1 1
8229. a) Gondoljuk meg, hogy f(x) = cos® x = — =3 + ol cos2x.
B . 1—cos2x 1 cosZx
b) Vegyiik figyelembe, hogy f(x) = sin“x = 5 = T 5

1 1
c¢) Alakitsuk at kissé a kdvetkezd modon: f(x)=sinx +cosx zﬂ - {— -sinx + —cosx

2 /2

T
x+—].
4

T b
=/§- cos Z-sinx+ sin 4-cosx]=ﬁ-sin

Alapvetd feladatok

A kovetkezdkben szokas szerint k, I, m, n, p, q tetsz6leges egész szamokat jelol.

P
3230. a) x,=k 7, x2=?+ 1275 x3=— ?+m-2-7f. Alkalmazzuk sin2x képletét,

majd rendezziik nulldra az egyenletet és alakitsuk szorzatta a kapott kifejezést! Korabban ta-
nult médszerrel is megoldhatjuk az egyenletet, miszerint
l.eset: 2x=x+k-m; 2.eset: 2x=m —x+1[- .

2. 2.
b) x;=k-m; x,= = +1-2-m; x3=-— = +m-2- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint
az el6z6 feladat els6 megoldasat.
b4
¢) x,=k-m; x,=—+1-2-7m; x;=——+m-2 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az

4
el6z6 két feladatot.

bid
3231. q) x= 7 + k- 7. Végezziik el a négyzetre emelést, majd hasznaljuk fel, hogy sin®x +

b T
+cos’x=1! b) x,= o +k-m; x,= ETH + m - . Hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6z6

feladatot.

T Vs S
3232. a) x= 7 + k- 7. Szorozzuk 2-vel! b) x,= - +k-m; x,= TR +1-2- 7. Szoroz-
zunk sinx-szel, majd osszunk 2-vel.

/4
3233. x, =k 7w x,= 3 + - . Szorozzuk 2-vel!

b T
3234. x,= R +k-m; x,= vy + [ 7. Szorozzuk 2-vel!
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Vs Vs 3.
3235. x,=k T; x2=7+l-2~7r; x3=—7+mv2w; x4=T+n‘2-7T;

4
Xs=—= 1 +p-2- 7. Rendezziik nulldra, alkalmazzuk a tangens definici6jat és sin 2x kép-

letét, majd alakitsuk szorzatta a kifejezést!
Vs T
3236. x,=k-7m; x,=- 5 +1-2-7; x3= o +m-2- 7. Alkalmazzuk cos2x képletét,

majd rendezziik nulldra az egyenletet és alakitsuk szorzatta a kifejezést!

b 5
3237. x,=k m; x2=Z+l-2-7T; x3=T+m-2-7z'.Hasonléanoldhatjukmeg, mint
az ¢l6zd feladatot.
b T 5w
3238. x1=7+k-2-7f; x2=€+l<2-ﬂ; x3=T+m-2-7r.Alkalmazzuk cos 2x kép-

letét, majd alakitsuk csak szinuszokat tartalmazéva az egyenletet. Ekkor sinx-re egy masodfoku
egyenletet kapunk, melyet konnyen megoldhatunk.
s T

3239. x,= > +k-m; x,=— ) + [ 7. Alkalmazzuk a kétszeres szogek megfelelS képleteit,
majd alakitsuk szorzatta a kifejezést!

T T
3240. x,=- 7 +kom; x,=12-m; x3=- > +m-2- 7. Alkalmazzuk cos2x képletét,
majd ezt bontsuk szorzatta. Ezutan rendezziik nulldra az egyenletet, majd az egész kapott kife-
jezést alakitsuk szorzatta.

2.7 2.7 4.1
3241. q) x1=T+k-4~7z'; x2=—T+l~4~7z'; x3=T+m~4~rL’;

T . X ., X
X==—gtp 4 - . Hasznaljuk fel, hogy cosx = cos’ 5 sin’ >
4-r 4-r

3242. x, =7 +k-2-71; x,= T+l-4~7r; X3=— T+m<4-7r. Hasonléan oldhat-
juk meg, mint az el6z6 feladatot.

T 77
3243. x,=k-2-7m; x,=— Y +1-4-7; xy3= = +m-4- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg,

mint az el6z6 két feladatot.
e 5.
3244. x,=k-2-7m; x,= Y +1-4-m; x3= = +m-4- 7. Hasonléan oldhatjuk meg,

mint az el6z6 harom feladatot.
2.1 2.
3245. x,=n+k 2-m; x,= T+l~4-7‘[; X== 3 +m-4-7. Hasonléan oldhat-

juk meg, mint az el6z6 négy feladatot.

T T
3246. x,= > +k-m; x,= 7 + [ - 7. Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd rendezziik nullara
az egyenletet és alakitsunk szorzatta!

3-m T
3247. x,=— 3 +k-m; x,= ) + [ 7. Alkalmazzuk sin2x képletét és haszndljuk fel,

hogy: sin’x + cos®x = 1. A kapott egyenletet osszuk el cos”x-szel, amikor ez nem nulla. Igy tgx-
re egy masodfoku egyenletet kapunk, amelyet konnyen megoldhatunk. Mutassuk meg, hogy
cos x nem lehet nulla!

IV
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3248. Az egyenlet azonossag és minden x valés szamra fennéll az egyenl6ség.
Vegyiik figyelembe, hogy sin(x + ) = — sinx és cos(x + 7) = — cos x!

n s
3249. x= T +k- ER Alkalmazzuk a kétszeres szogekre vonatkozé megfeleld képleteket,

majd alakitsuk szorzattd a megfelels kifejezést! Csak az egyik tényez6bdl kapunk valés meg-
oldast.

T T
3250. x,= X +k-m; x,= vy + [ 7. Alkalmazzuk a sin2x-re val6é képletet, majd alakit-
sunk szorzatta!

T 3. T 5'm
3251.x1=7+k~2~n’; x2=T+l~2‘7z'; x3=—z+m~2~ﬁ; x4=T+n‘2~ﬂ'.
Alkalmazzuk a sin 2x-re val6 képletet, kapunk egy hianyos negyedfoki egyenletet, amelyet kony-
nyen visszavezethetiink masodfokud egyenletre.

T
3252. x,= > +k-m; x,~0,9828 + - 7. Alkalmazzuk a kétszeres szogek megfelel6 képle-

teit, majd rendezziik nulldra, ezutan pedig alakitsuk szorzatta!
3253. x ~0,4636 + k- 7. Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd a kapott egyenletet osszuk el
cos” x-szel, amikor ez nem nulla. Ekkor tg x-re kapunk egy maisodfoki egyenletet, amelyet
nagyon konnyen megoldhatunk. Mutassuk meg, hogy cos 2x nem lehet nulla!

bid
3254. x,= T +k-m ox,=-— 7 +1- ER Alkalmazzuk a tangens és a kotangens definicioit,
a sin 2x képletét, majd a bal oldalon hozzunk kozos nevezdre! Szorozzunk a nevezdvel és ve-

gyiik észre, hogy a szamlalo 1-gyel egyenld.
b T
3255. x,= 3 +k-m; x,= Y + [ 7. Alkalmazzuk a tangens és a kotangens definicioit,

majd végezziik el a szorzast. A bal oldalon hozzunk k6z6s nevezdre! Vegyiik észre, hogy a szam-
1416 értéke 1. Szorozzunk a bal oldal nevezdjével és osszunk 2-vel.

b
3256. a) x, =k -7, x,=-— vy + [ 7. Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd rendezziik nullara
az egyenletet, ezutan pedig alakitsuk szorzattd! Kozben hasznéljuk fel, hogy sin®x + cos?x = 1.
T
b) x,= 7 +k-m; x,=~ 12490 + [- 7. Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd a kapott egyenletet

osszuk el cos® x-szel, amikor ez nem nulla, kapunk tg x-re egy masodfoki egyenletet, amelyet
oldjunk meg. Mutassuk meg, hogy cosx nem lehet nulla.

T T
3257. x,=— e +k-m; x,= ETH + /- 7. Hasonl6 mddon oldhatjuk meg, mint az el6z6
) ) ) ) ) . = 1 — cos2x
két feladatot. Egy masodik megoldashoz jutunk, ha felhasznaljuk, hogy sin“x = —

3258. x; ~ 1,6891 + k-2 -7 x, =~ — 1,6891 + [-2- x. Alkalmazzuk cos 2x képletét és ekkor
kapunk cosx-re egy masodfokud egyenletet, amelyet oldjunk meg!
T

3259. x,= 7 +k- 75 R=g +1-m; xy= Y + m- 7. Emeljink ki a két megfelel$ tag-
bol /3 -at, majd alkalmazzuk visszafelé cos 2x képletét. Ezutdn alakitsunk szorzatta!

Ve Vs 7
3260. x1=—T+k-7r; x2=E+l-2-7r; x3=—T+m~2-7f. Alkalmazzuk vissza-

felé cos 2x képletét a bal oldalon, majd rendezziik nulldra az egyenletet és ezutin alakitsuk szor-
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zatta. Az egyik tényezd ﬁ “(cosx—sinx)—1=0, ezt alakitsuk at a kovetkezd alakira:

1 1 _ 1 1
—— - Ccosx — — -sinx = —, cos45°- cosx — sin45°- sinx = > ebbdl cos(x +45°) = —.

I :

Atovabblakban isk,l,m,n,p,q,u,v tetszbleges egész szamokat jeldlnek.

T b
3261. x,= T +k27z' X,=——+12-1; x3=——+m- 2 m;

10 10
11-7 3. 17 3.7
X,= 310 +n-2-7m; x5=T+p 2.7 x6=T+q~2-ﬂ'; x7=—T+u‘2~r[;
13-7
Xg= +v-2- 7. Alkalmazzuk sin 2x képletét és kapunk egy masodfoku egyenletre vissza-

10
vezethetd negyedfoku egyenletet!

3262. x, =1, 2490 +k-m; x,~0,2450 + [ 7. Alkalmazzuk sin2x képletét, majd osszuk az
egyenletet cos®x-szel, amlkor ez nem nulla. tgx-re masodfoku egyenletet kapunk.

A végén mutassuk még meg, hogy cosx nem lehet nulla.

pis b4
3263. x,= ) +k-m; x,=— ) +1-2- ;. Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd osszunk cos*x-

szel. Ekkor egy olyan negyedfoku egyenletet kapunk, amelyet konnyen masodfoku egyenletre
vezethetiink vissza. Mutassuk meg, hogy cosx nem lehet nulla.

T
3264. x, = k-7, x,=— ) +1-2- 7. Végezzik el a négyzetre emeléseket, majd alkalmaz-

zuk a kétszeres szogekre vald megfelel6 képleteket, ezutan rendezziik nulldra az egyenletet,
majd alakitsuk szorzatta!
3265. Azonossag, az egyenletnek minden olyan x valds szam a megoldasa, amelyre az egyen-

let értelmezve van. Vagyis x # > +k .

T T 1+ cos2x 5

3266. x,= 3 +k-m x,=— r3 +1-2- 7. Vegyiik észre, hogy —5 = cos, ha ezt
1
felhasznaljuk, akkor azt kapjuk, hogy tg*x = 3
T Ve 2. Ve 2. T 2.
3267.”x1=k~?; X,= R +1[- T’ x3=—E+m-?; x4=7+n~ 3 ;
Xs=— +p-2-r. Alkalmazzuk a tangens definicidjat, majd szorozzunk a nevezdvel, rendez-
zlink nullédra és alakitsunk szorzatt4!
b 5w

3268. x, =71 +k-2-T; x2=€+l-2-7r; x3=T+m-2'7T.Alakitsukszorzatté!
2-sinx - (cosx + 1) — (cosx + 1) = 0. Folytassuk!

T T 51 )
3269. x1=Z+k-7r; x2=€+l~2-n’; x3=T+m-2-71'.Elészérhasznéljukfel,hogy

1 = sin*x + cos’x, majd rendezziik nulldra az egyenletet, ezutén alakitsuk szorzatta!
2-sinx - (cosx — sinx) — (cosx — sinx) = 0. Folytassuk!
T T b
3270. x1=§+k-2-7r; x2=T+l-2~n; x3=—§+m~2-7f;
4-r b 5w

Vs
x4=T+n-2-7T; x5=€+p-2-77; x6=T+q-2~7r; x7=—€+u-2~7r;

IV
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4
Xg= . +0v-2- 7. Alkalmazzuk cos 2x képletét, majd alakitsuk at példaul a cos® x-et Ggy,

hogy kicseréljiik 1 — sin?x-re. 16°"* + 16" ~¥"* = 10, ebbsl 16"~ + = 10. Vezessiink be

1 6sin2 x
tij ismeretlent, legyen y = 16""*! Ezt helyettesitsiik be az egyenletbe, majd szorozzunk a neve-
zGvel, y-ra kapunk egy masodfoku egyenletet, ezt oldjuk meg, majd szdmitsuk ki x-et!

T T . - 1 —cos2x
3271. q) x= 5 +k X Hasznéljuk fel, hogy sin” x = —

s
szuk az egyenletet cos 2v-szel. Mutassuk meg, hogy cos 2x nem lehet nulla! b) x = 5 +k- ER
1 + cos2x
2

, majd a rendez€s utan osz-

Hasznaljuk fel, hogy cos”x = . Ezut4n hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6zd fel-
adatot.

s b
3272. x,= 3 +k-m ox,=— 3 +1- . Alkalmazzuk a tangens és a kotangens definici6jat

és szorozzunk a nevezdkkel! Alkalmazzuk visszafelé a kétszeres szogekre vonatkoz6 megfeleld
képleteket! Ezutan alakitsuk at az egyenletet ugy, hogy csak a cos 2x legyen benne szogfiigg-
vény! Kaptunk erre egy masodfoku egyenletet, ezt oldjuk meg.

Ve T 5
3273. x1=€+k-2-7r; x2=—€+l-2-7r; x3=?+m-2~n;
5w
X, =— wa +n-2- . Alkalmazzuk cos 2x képletét, majd végezziik el a négyzetre emelést!
Alakitsuk at a szinuszt koszinuszra! Kaptunk cos x-re egy olyan negyedfoku egyenletet, amelyet
masodfoku egyenletre vezethetiink vissza.

b4 G
3274. a) x,= Vil k-m; x,=-— il [- . Emeljiik négyzetre a sin®x + cos”x = 1 azonossa-
got! Ebbdl fejezziik ki (sin*x + cos*x)-et és helyettesitsiik be a feladat egyenletébe! Majd hasznal-
T

T
juk fel visszafelé sin 2x képletét! b) x1=?+k-3-7r; x,=r+!0-3-m x3=—?+m-3~n;

X

X
x,=2-m +n-3- . Hasonl6an jrjunk el, mint az el6z6 feladatban, csak itt a sinZ? + coszg =1

s n
azonossagot emeljilk négyzetre. ¢) x,= Y +k-m; x,=— Y +1- 7. Az egyenlet bal oldalat

alakitsuk szorzatta, felhaszndlva, hogy a* — b* = (a — b)(a + b). Ezut4n hasznéljuk fel még, hogy
sin®x + cos®x = 1.

s
3275. a)x, =k 7, x,= 5 + [- 7. Hasonl6an kezdhetjiik el, mint a 3274. a) feladatot.

b)x,~0,4107 + k- m; x,~1,1601 +[- 7. Hasonl6an kezdhetjiik el, mint a 3274. a) feladatot.
Kapunk sin 2x -re egy masodfoku egyenletet, amelyet oldjunk meg.

3276. x,= 3 +k-m; x,= 3 + [- . Hasznaljuk fel a tangens és a kotangens definicidjat,

majd szorozzunk a nevezdkkel! Hasznéljuk fel visszafelé sin 2x képletét, ezenkiviil a
sin? x + cos? x = 1 azonossagot! Egy masodik megoldasnal fejezziink ki a ctg2x -et tgx-szel!

b s
3277. x, =k, x2=g+l-7z'; x3=—€+m-n’. Fejezziik ki tg2x -et tgx-szel! Majd

alakitsuk szorzatta az egyenletet!





